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Nos proponemos hacer sobre la Teoría matemática de 1a,^ 
Luz un trabajo del mismo género que el que hicimos tiempo 
há sobre la Geometría superior: es decir, condensar en bre- 
ves páginas lo mas elemental de dicha Teoría, para que pue- 
da servir de introducción al estudio de las obras clásicas, y 
particularmente á los admirables trabajos de Cauchy. Pero 
antes de entrar en, materia, séanos permitido exponer como 
introducción, algunos problemas matemáticos: asi no nos ve- 
remos obligados á interrumpir de continuo la parte sustan- 
cial del problema de la Luz, con desarrollos abstractos ágenos 
á la cuestión mecánica. 

La tarea que hoy emprendemos es difícil, pero nos sos- 
tiene la esperanza de que, por imperfecto que nuestro trabajo 
sea, alguna utilidad tendrá» aqui donde nada se ha escrito 

sobre Fisicá'.^iítemátíjBat .• ... .... . 

"-"-•" V:^-|*B abril d¿ ÍShiiiúoii Echegaray. 
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teoría IIATEI4TIGA DE LA LlIZ. 



INTRODUCCIÓN 

CONTENIENDO VAMOS PROBLEMAS DE ANÁLISIS. 



--OO00C 



CAPITULO I. 
Fórmula de Fourier. 



Detnoitracitm de varias fórmulas. 



Núm. 1. Comenzaremos por demostrar dos fórmulas, de 
las que hemos de hacer aplicación inmediatamente. 
Demostración de la fórmula 



(m+l)« 



sen 

~ + coí a+(?05 2 tt+<?oi 3 tt+ cosmu=^ — 

zsen— u 



• í ' ' • ..- 



•» « 



• » » » 



Se sabe pori í[iíi£^<ii<)met:ríd'que 

¿ ^¿li. a:bQ?'Í^'^en{a'\'b)—5en (6— a) 

y que por lo tanto 

. sen (íi+&) — sen- {b — a) 

eos o = s • 

z sen a 



Sastituf endo ahora 



1 



se convertirá en 



cosb=^ 



sen (*+ Y V "^^^ VY ^) 



. 1 

zsen-r-u 



y si en esta última fórmula hacemos sucesivamente 
b=u; 6=2 u; 6=3 u; 6=4 u; 6=m u 



hallaremos 



3 1 

sen---u — sen---u 
i 2 
eos u= j ; 

isen-T-u 
2 

5 3 

sen — u — sen — u 

C05 2 M=: Z ; 

2 sen—u 

z 

. . * " ^ ^^\\ < 
;:V>P :•: UV 

« • • • 



9 7 

5«n — tt — sen —u 
2 2 

coi 4 tt= 7 ; 

2 sen—u 
z 



CQifn ti= 



$m í m+ — j**"*^ (m— —ju 



^ 1 

i 



Agregando la ecuación evidente 



z ícn — tt 



y sumando todas ellas, (endremos, después de suprimir tér- 
minos semejantes, 



(m+{)« 



sen 
1 . - r 

•^+COS tl+C05 8 M+C05 3 «+. . . COÍ m tt= 3 (1) 

2 sen-rru 
2 

que es precisamente la fórmula que nos proponíamos demos* 
trar. 
Núm. S. Demostración de la fórmula 

P'^^ sena X 
• / — rTr-aX=T^* 

Consideremos, ¡a integral indefinida 



/I — a X 
e s 



sen oLxdx. 



integrándola por partes, y tomando senaxdx por parle in- 
tegrable, resultará 



8 



/ 



— ax 
e senaLX.dx= 



— ax 



e 



eos OLX- 



(f-J 



— ax 
e eos oLx.dx, 



Aplicando la misma transformación á la integral 



/ 



i—ax 

e eosoLx.dx, 



tendremos 



/ 



— ax 



ax 



eos oL X. dx=: 



e 



senoLx 



a 






-ax 
e senoLx.dx, 



y sustituyendo en la anterior 



/• 



•ax 



— ax 



— ax 



j e a 
e sen oLx,ax= eos olx -e senot-x 



a 



a 



2 






— ax 
e senoLx.dx, 



Por último, despejando la integral propuesta resultará, 



• • , • • • •• ' •• '«■,'• 

/'~^ a''" n. leosa^ v.'iíen aLxl~ 

e senct.x.dx= ^ , , r-t* — h^^:-^-: — ;: — le 
-. ^. • •• • • » 



- _ • » • • 



• • 



• .. ' i 



é integrando entre o é oo 



/ 



00 

i—ax 

e senoLxdx= 

o 



o'4*°^ 



9 « 
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MuUipIícaudo ambos miembros por da, como si a fuese 
variable, é integrando entre dos limites 6 y c, hallaremos, 
puesto que, siendo constantes los limites, se puede integrar 

bajo el signo / , 

/sencíx.dx I e da=/ ; 
o t/ b J 1+ — 

Ó bien 

— hx — ex 



00 



sencLX.dx =arc.íq arc.tq — . 

o X ^ a ^ a 



Finalmente, haciendo c=oo, y b=^o, la primera espo- 
nencial se reduce á la unidad; la segunda 



^^ 1 C , TZ 

e = se anula; are. tg — =arc {tg=<» ) es igual á -^ ; 

ex a L 



ex 
e 



y are {lg=o) es ntda, por lo tanto 



/. 



00 

sen CLX , Tz 



Si observamos que 



P^ sen CLX 



■00 ^ 



se compone de los mismos elementos que la anterior, e igua 
les en valor numérico, puesto que 



10 

8en( — cLx) ien cLX 



—X X • 



deduciremos también 






X i 



Y por consiguiente 






Obsef'vadon. Si en el valor 



— ax 
^ C05 a xdx= — - — sen dx-] le senaxdx 



sustituimos el de 



/' 



— ax 
e senoLxdx 



tendremos 



— ax 
— «^ . e 



/e eos 0Lxdx== -^ sen ax-] ^^ \~ 9^^ ^_ 



X 



a senoLx'X 

¿i ^J 



— ax 

e 
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— a o? 



=e [sen olxí— . , . ,v ) ~ TTT ^^^ ^^ I 



— ax 

=e 



( , , ^ zm aa? ¡— — í?os a¿r ) 



y por lo tanto 



/ 



00 

— ax Q 

(^'+^' 



^ Desarrollo en serie trigonométrica de las funciones periódicas. 



Num. 3. Las aplicaciones del análisis al estudio de los 
fenómenos físicos, ban conducido á la investigación del des- 
arrollo de las funciones en series, cuyos términos sean pro- 
porcionales á los senos ó cosenos de diversos múltiplos de la, 
variable, y estos desarrollos, ampliación, por decirlo asi, de la 
fórmula de Taylor, pueden obtenerse por varios métodos: de 
ellos expondremos, si no el más sencillo, el más rigoroso. 

El problema, pues, de que vamos á ocuparnos, es el si- 
guiente. 

Dada una función cualquiera F{x) desarrollarla en serie 
trigonométrica, de modo que, entre los limites b y a exprese 
el valor de dicha función; es decir, que para cada valor x' de 
Q> á medida que tomemos un número mayor de términos, el con- 
junto difiera cada vez menos de F(x'), pudiendo ser e^te núme- 
ro tan grande que la diferencia llegue á ser menor que una 
cantidad dada e, por pequeña que sea. 

La forma del desarrollo será pues 



12 

F{x)=B-\'{A 1 senx+Bi eos x)4-(A, sen 2 a?+jff, coí 8 x)^.. 

(Am íen m a?+ifm C05 m a?)+ 



y será preciso que entre x=b y x=a podamos lomar on 
número tal de términos, que el segundo miembro solo difiera 
del primero en una cantidad menor que e; y en esla hipótesis 
es evidente que la igualdad anterior solo podrá subsistir le- 
gítimamente para valores de x comprendidos entre dichos li- 
mites. 

El problema consiste, pues, en determinar la ley de los 
coeficientes, y en asegurarnos de la convergencia de la serie. 
Núm. i. Puesto que la formula (1) es una serie de térmi- 
nos ordenada por los cosenos de los arcos múlliplos, ocurre 
que quizá pueda sacarse partido de ella para la cuestión que 
nos ocupa. 

He aquí el artificio que se ha empleado con este objeto. 

Sustituyamos en la fórmula 



1 

-T- + eos U'\-cos 2 U'\'Cos 3 w-}- eos mu= 

2 



sen 



(m+ 1). 



1 
zsen — u 

2 



en vez de u el binomio x—y-; multipliquemos por jF(a)íía 
siendo F(a] una función cualquiera, é integremos entre a y 
b; resultará 

(3) 4" í F{<^)d^+ f F(a) eos {x—<l) d a+ 

/ib pb 

F (a) eos 2 (a?— a) d a4- / F{9) cos m (a?— a) d a= 
a ^ a 
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1 ^b sením+--)(x—<».) 



1 , , 

sen — (a?— a) 
z 



da 



jjm — j- — — -d«. 



sen — (a— a?) 



Y para evitar complicaciones, supongamos que F{ol) en- 
tre a y ¿ no pasa por ^o . 

Después de efectuar las integraciones indicadas en ambos 
miembros, la variable a desaparece, solo restan las constan- 
tes a, b y la cantidad que podemos mirar como variable x, 
Y asi ambos miembros son funciones iguales de dicha varia- 
ble X. 

Ahora bien, el número de términos del primer miembro 
depende de m, varia si varia esta cantidad, crece con ella, 
y dicho primer miembro se convierte en una serie en x si 
in=9o ; pero desarrollando los cosenos resulla 



-y- / F{(x) daL-\-\cos X I F(a) cosoidoi '\'Sen x 
x/ /*(a)5an a Ja j + l coí 2 a? / F{oi)co8 i cLdoL-^senix 
x/ F {(») sen i oL.d QL J4- I cosmx I F{oL)cas moLdct 



.b 



-{-senmx I F{^senm%d(i\ 
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serie que tiene la forma que buscábamos 

B-^ {Ai sen x-^-BtCOS x)'\'{AiSen 2 a? + A» coi 2¿p)+ 

{Amsen mx-}- Bm eos m x) 

y en lo que están perfectamente definidos los coeficientes por 
las integrales 

i?=4 f F((i)doL; Ai= f F(p)sm^d^\ 



F{ol)cos ctdoL;^.... Am= / F{oi)senmaLdx; 
a ^ á 



ph 

Br.= / F{a) 

^ a 



eos madoL; 



luego todo queda reducido á determinar el limite hacia el 
cual tiende el segundo miembro cuando m crece, y este limi- 
te será precisamente el valor de la serie. 

Asi, pues, resolveremos el problema en cierto modo por 
un método inverso: no desarrollando en serie una función 
dada, sino determinando el limite de una serie trigonométrica 
definida de antemano. 

Observación. Nótese que tanto el primer miembro como 
el segundo, son funciones periódicas de x : es decir, que no 
varía su valor dando á esta variable un incremento Stc; y 

en efecto, por aumentar los arcos x—ol ; 2(a?— a); 3 (a?— a) 

en Sn, ix, 6iz los senos y los cosenos no cambiando 

valor ; y en cuanto al segundo miembro , el arco del nu- 
merador aumenta en 



ímH-— y27c=2«i'rc+^, 



IS 
con lo cual cambia de signo el seoo; pero otro taoto sucede 

1 

con el seno — (a—- d?) del denominador, luego el cociente 

z 



«;+ — j {cí—x) 

sen—'loL'-x) 
2 ^ ^ 



queda invariable. 

Núm. 5. Queda, pues, reducido el problema á este otro: 
determinar el límite de 



1 /»* 



1 , 

ien—{cí—x) 



doL^ 



es decir, su valor en función de o; y de cantidades constan- 
tes; ó de otro modo, para cada valor de x el correspondien- 
te de dicha integral. 

Sea O a (fig. 1/) el eje de las a ; Oa j Ob las dos abs- 
cisas ó valores límites; OX=x y 



rr nrrr 



XA=A A'=A'A"=XB=B B'=ffff'=F'ff 

ua intervalo constante, igual á 2ic. 
Para los diferentes valores de « 



ou=OA"=:OX-3.27t; a=OA'=OX— 2.a«; 
aL=0A=0X-2 « ; a=aX ; <x=OB—OX-\-i ic ; 
a=05'=0X+ 2.2 « ; a=05"=0X+3.2 « ; 

6 bien 
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=0?— 3.2 71; a=a:— S.2«; a=a?— ÍTt; 0=3?; a=a:+2i^; 



el denominador 



sen — [cL—x) 



del coéfícíenle de la integral se reduce á cero, puesto que 



1 1 

sen — (a— a4-3.2 Ti)=sen 3 Tt=o ; sen -r- (a — a-|-2.27c) — 

2 2 



í^2 7c=:o; etc., 

luego el elemento de la integral que corresponde á este valor 
es un elemento completamente excepcional, y se presenta bajo 

1 

la forma — Xrfa, 

Debemos pues dividir la integral dada en varias integrales 
parciales: unas que comprenden los elementos en que el coe- 
ficiente diferencial no es infinito; otras que corresponden á 
estos valores excepcionales. 

A este fin tomemos * 

i?V=/?7= =e 

siendo e una cantidad muy pequeña; y podremos descom- 
poner la integral dada del modo siguiente, representando las 
abscisas por las letras que hay á sus extremidades: 



,g /»/* /jC /»/■ y-iC /»/' 



»» 



'J d ^ g *f h ^ e J f ^ e 'J f 

/" ^'•'' /"í A 

r\ r\ rU r* 



Las integrales parciales precedentes son , como hemos di- 
cho, de dos clases: las unas que se refieren á los intervalos 
ordinarios 

•dc"; dV; de: dg : he; fe\; fe'' ; TV"; T*/ 

los otros á los intervalos singulares 

c"d"; cd ; cd; gh; ef; ef; ef ; e''f'\ 

Examinaremos una de las primeras, otra de las segundas, 
y podremos generalizar después los resultados para las res- 
tantes* 

Sea, por ejemplo, la integral 



y/"" r— '"• 



^m — (a — X) 
z 



correspondiente á los limites h, e. 

Si á un valor determinado de 0L=:0p=p {fig. 2/) le da- 
mos un incremento 



2tt: 



^ 2 
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incremento que será muy pequeño para valores crecientes de 
m, y que tenderá constantemente á o cuando m crece sin 
limites, la parte correspondiente de la integral será otra in- 
tegral, cuyos limitos Op, Oq diferirán infinitamente poco 
entre si: á saber 



sen[m+j)ic^-x) 
J F(.) j 

2 



• da. 



Pero en este intervalo, puesto que pq es infinitamente pe- 
queña, 



1 , 

sen — (a — x) 

2 



sera próximamente constante, y por lo tanto tendremos, re- 
presentando por a' un valor comprendido entre p Y 9- 

^P sen — (oL—x) sen — {cL — x) 



sen {m+ ~] ( d—x) rfa (3) ' 



op 



En rigor 



F[<¿) 



sen— (a — x) 

2 



no es constante para íos diferentes elementos de la integral.' 
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representemos por t la máxima variación, y puesto que 



sen -r (a — x) 
2 ^ ^ 



es una función continua, e será por lo menos del mismo orden 
que p q. £1 error que se comete sobre cada elemento 



FU) / 1 V 

T — sen í w+ — ) {cL—x)daL 



5en-T-(a— ¿p) 



de la integral, por la sustitución de 



F(a') ^ F{^) 



Ir 1 

sen — (a' — x) sen — (a — x) 



sera 



:' sen ( ^^4- — j (a — a:)rfa , 



siendo e' del mismo orden á lo menos que & y que p 9 , y 
el error total tendrá la forma 



/ e' sen («1+ ";^)(°^ — ^)¿** í 



asi pues la verdadera ecuación no será la (3), sino esta otra 



/ :j íe» ^íW+ YJ (a— ¿c) rfa= j 

^P sen'—ioL—x) sen—icí'—a) 

2 ^ 
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X / sen í»»+"r ) («— ¿p)rfa4- / ^' «^wítw+— Va — a?)á(x(|) 



Pero 



r'^9 / 1 \ 

/ senlm-]' — j{aL — a?)¿a= 



op+ 



TZ 



f 



1 



sen 



(«+!)(«- 



a;) do: 



op+ 



2« 



4 I" 1 — ■ 

i-[coí(»»+Y)(«-a;)] 



^ 2 



=0 



•»+T 



op 



luego 



09 F{a.) 






^P sen -T- (a — x) 
2 



5enYm4- — ) (a — x)doi;=^ 



/^9 / 1 \ 

e' 5en í ín,+ ^ j (a — x) doL, 



En esta integral el factor e' y el 



senym+—j(%—x) 
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podrán cambiar de signo, y el produelo cambiará de signo 
también: dividiendo la integral en otras varias, tales que en 
cada una los elementos conserven signo idéntico, y represen- 
tando una de ellas por 



/ ti sen ( wi +— j (a — x) dct 



podremos sacar &i por su valor medio, fuera de la integral, 
y representándolo por em tendremos 



m / sen(m+—]{cL—x)d(x:= 



'Ol 



Y ¡eos (^+ -g ) (p — ¿P)— eos yn+—j iq'—x)j. 



m+ ^ 



La cantidad comprendida en el paréntesis es infinitamente 
pequefia: si la representamos por B, la expresión prece- 
dente tomará la forma 



B 



1 ' 



é idénticas á esta serán las demás integrales en que hemos 

descompuesto / 

"^ op 

Asi 

/ í sen ym + yj (a— a?) da= e« ^+ 

^P sen-r-U—x) W + -T- 



m 



ii 

Y +^"m r"+..« = (em5 + ^'m^'+-'0 T 



siendo B, B\ B" cantidades finitamente pequeñas y en 

número finito. 

Pero em5+®'»^'+ ^ cuando menos de segundo or- 
den comparándola con &' y con 

pq= — 






así, suponiendo pq de primer orden, la integral / será 

^ op 

un infinitamente pequeño cuando menos de tercer orden, pues 
contiene además de ^mB+emB*^ el factor 



"* + -— 



Representando este valor por A tendremos que la relación 



I 3 «en I «»+ — ] (a— a!)rfa 



pq pq 

i 

es un infinitamente pequeño de segundo orden, siendo de pri- 
mero pq. 

Lo que hemos dicho del intervalo pq pudiéramos decir de 
otro cualquiera qr, rs Luego 
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í^ ^ íewfi»+4-)(a-ác)áa=A+A'+A"+A'"... 

representando por A, A' los valores de las integrales 

parciales y cuyas relaciones con dichos intervalos son can- 
tidades infinitamente pequefias de segundo orden. 

Representando, para simplificar» por, p, ^\ P'' las 

relaciones 






y suponiendo además 



pq=qr=rs = r-, 

^ 2 



tendremos 



/' =A + A' + A"+ =Ppy+P'9r + P"f5+ 

t/ h 



pero p, ^\ ^'' son cantidades infinitamente pequeñas de 

segundo orden, luego podremos escribir 



p=A/?y; ^'=X'qr; P" = A"r5. 



representando por A, A' cantidades variables con a pero 

finitas, y obtendremos 



/ =A/>5''+Ay+A"f5»+ =P9 r AXpq 

^ h ^ K 



u 

Apa es una cantidad Gaita, y pq tiende hacia cero; lue- 
h 

go la integral propuesta tiende también hacia cero á medida 
que m aumenta. 
Núm. 6. De aquí se deduce ya que el valor de 



^ a 



sen Y (*— «) 



ífa 



se reduce única y esclusivamente á las integrales singulares 

/''■, r^ /•'; /■*; /'^ r''. 

ffi f ttr 

f ■■ í 

*y p. '-' p. 



correspondiente á los valores de a 



g — X ; =¿C±2'n: ; =j?=fc4 ir ; =¿r=i=6'rc. 



y que podemos despreciar los demás. 

Núm. 7. Primer caso. Supongamos para fijar las ideas 
que 6— a es igual, ó menor que 2 ti, y escojamos un punto 
cualquiera X {figura i.* bis), comprendido entre a y 6. Es 
evidente que, de los puntos 

de la figura 1 / solo uno, X, estará comprendido entre los 
imites, y por lo tanto solo una integral singular 
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S sen — {cL—x) 



dcL 



representará el valor del segundo miembro en la ecuación (3). 

En efecto, las integrales / ; / tienden hacia o á me- 

*J a J h 

dida que m crece. 

Representando gX=:Xh por e queda reducida la cuestión 
á calcular 



^e sen [m+ -^j (d—x) 



1 pT^ - l n 



da, 



s«n— (a — x) 

2 



ó bien 



(4 



«6n — {oL—x) 



cuando e tiende hacia cero. 

A primera vista parece que la integral se reducirá á cero, 
puesto que los limites tienden á ser iguales; pero al mismo 
tiempo OL tiende hacia x. 



1 , , 
sen -T- (a — X) 

2 



se aproxima á cero y el coeficiente difev^tvmV i o» , >i 'íí^. 
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trata pues de una integral singular, según hemos dicho va- 
rías veces. En resumen, la integral se reduce á un solo 
elemento : pero en éste un factor doL tiene por límite cero, 
el otro 

senl w + — ) (a — x) 

F{^) /^ 

sen — (x—a) 



tiene por limite oo y el producto es una espresion indeter- 
minada en la forma. 

Puesto que los valores de a son infinitamente próximos á 
X, en razón á que a— ¿k=£, es claro que podremos sustituir á 



1 1 

sen — (a — x) el valor — (a — x). 

2S 2 



Basta para convencerse de ello , recordar que el limite de la 
relación 



F{cl) sen íín+ — j (a— ¿c) d (a— ¿c) 

i 

sen -T- (a — x) 



de dos infinitamente pequeños 



/ 1 \ 1 

F (a) senlm'\' —j (a — x) d (a — x) y sen — (a — x) 



no varia cuando á los dos ó á uno de ellos, 
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1 , 

sen — {a—x) 



en este caso, se sustituye otro 



J (a— ^) 



tal que el limite de su relación en el primero sea la unidad. 
En efecto, si en — se pone en vez de a, a' sabiendo 

a 

que 



lim. -T = l 

a 



y que por lo tanto a=a'4-Xa siendo X un infinitamente pe 
queño, tendremos 



a'-f-Xa 



r » í 



y el error de esta sustitución 



A Xa' AX A 



a'-|-Xa' a'(a'-|-Xa') a'-J-Xa 



asi 



/—dx= I — rrfíC+ / —Idx, 



88 
^ es variable, pero sacando un valor medio X, 

/—dx= I — rrfa^+^i / —dx 



ó bien 



dx 



/ _ 
T =1-X, 



y en el limite 



r+^ A ^ /* +^ A ^ 

/ —dx= I —; dx. 

Esto supone que todos los términos de la integral tienen 
el mismo signo, pero es evidente que en general aun no te- 
niéndolo será aplicable la demostración precedente, descom- 
poniendo la integral en otras varias que cumplan con aquella 
condición. 

Tendremos pues 

1 ^ +e ;^« (»»+ 1 ) («-^) 

Y / F{'^) j d{a—x) 

—* sen— (a— ic) 

,' ^+e íen(m+-^)(a— a;) 
= yy _ /•(a)_l__lZ d(a-X) 
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m . , ' dia-x)^ 

e a X 



y sustituyendo por abreviar a — x=tú, se convertirá la espre- 
sion propuesta en 



/ F{x+ ü)) ^ =-!_ d co , 



ó bien 



+e senífn+-\i^ 

I \F{x)+F,{^x)ío\ — L_-Ll_d<a 



'^F(x)f _ 



^eS^w^fW+YJo) 



dw 



(O 



/" (9a?) (O í^ = do,. 



Si á la segunda integral le aplicamos el método del nú^ 
mero 5, probaremos que es una cantidad infinitamente pequeña 
que se anula para m=<x> , y por lo tanto teudv^vsvQ% 
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1 \ 

j í«n(»i+YJ(a— a;) 
J Ji.) _ 



(/a 



sen -— (a — x) 



/+e sen(ff»+— )w 



F(a;)y*_ 



_^e «cníffl4- — jtü 



rfü). 



(1> 



Ahora bien, cuando m crece sin límites, la integral 



/: 



+e sen[m+—)i^ 



dc*> 



(ü 



solo üeDe valores finitos para valores infiDitamente pequeños 
de co, y esto se probaria por el método empleado anterior- 
mente; por lo tanto, sin alterar su valor podemos sustituir á 
los límites (— e) y (+e), — o© y +00, y tendremos 



sen — (a— a?) 
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^00 senym+YJ'^ 



= di^=izF(x) 

— 00 ^ 



según la 2.' fórmula N (2). 

Núm. 8. Sustituyendo este valor de la integral en la fór 
muía (3) y dividiendo por ix, tendremos ^ 



F(x)=-^ í F{oL)doL+— í F{tx)cos(X'^a)d^ 
^-^ J a ^ ^ a 



1 P^ 

H / F (a) coí 2 (áP— a) da +, 



1 /»* 

— / F(a) coí m {x — a) d a -{-. 



ó representando por el signo S la suma de varios términos 
de la misma forma, en ios que la cantidad m recibe los va- 
lores 1, 2, 3 m 00 



m=-^flmd<^ 



-4 S f F(oL)cosm(x — a) da (4) 

* « i J a 

El término general de esta serie es de la (otm^ 
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AmSen mx-^-BmCOS mx 



siendo 



1 p^ 

Bm= — / F{aL)c0S moLdoL ; 

-^ J a 

1 P^ 

Ani= — / F(p) sen moidoL. 



Núm. 9. Hemos visto que en la hipótesis b — a<2u para 
cada valor de ¿c, (c=op, comprendido entre a y 6, el se- 
gundo miembro de la ecuación (4) toma el mismo valor que 
el primero F{x), cuando se hace en él igual sustitución. Así 
pues, dicho segundo miembro es el desarrollo en serie trigo- 
nométrica de F(x), pero tan solo entre los límites a y ¿: 

Demos á x (figura 3.'] valores no comprendidos entre am- 
bos límites, y para fijar las ideas consideremos puntos situa- 
dos á la derecha de b. 

Tomemos aa'^^ítc, y sea p un punto situado entre b y a'- 

El denominador 



sen -T- (a — x) 
2 ^ ^ 



de la integral 



5 F(a)sí?n(w+Y)(a— a?) 
^ a 



sen Y i^—^) 



doL 



no pasa entre a y 6 por cero: en efecto, si á partir de p 
tomamos á uno y otro lado de este punto el intervalo cons- 
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tante iiz, ninguno de los puntos sobre ox áQ división caerán 
entre a y ¿, luego nunca 

* 1 

-T- (a — x) 

es decir, para ningún valor de a será un múltiplo de tc. 

De aquí se deduce inmediatamente, que la integral será 
nula: luego la ordenada que corresponde al punto p' del lugar 
geométrico que representa el segundo miembro de la ecua- 
ción (4)' es nula también; y como otro tanto podemos decir de 
los demás puntos comprendidos entre b y a\ deduciremos 
que el desarrollo trigonométrico entre x=ob y x^od re- 
presenta la porción ha del eje x. 

Si tomamos ahora 66'=2 7r, y en el intervalo a!V^=^ah 
fijamos un punto p", llevando á partir de p' y hacia la iz- 
quierda p"p=2u, el punto p será el único de los definidos 
por ^=t:2&^ comprendidos entre a y h; luego solo una in- 
tegral singular subsistirá en la general 



/: 



¿ F(^)sen(m']r—^{^—x) 



1 f ^ 
sen — (a — x) 



doL, 



á saber, la que corresponde al punto p. Pero esta integral es 
periódica respecto á x, es decir, el mismo valor toma para 
x=^p que para ¿p=o/)+2 7t; luego P"p''=Pp. 

De aquí se deduce que desde a' á V la serie trigonomé- 
trica tomará los mismos valores que desde a y ¿. 

Generalizando, pues, podemos deducir que la serie Irigor 
Qomélrica 



\ pb 1 ^ pb 

r— / F(a)rfa-Í S / F{7)cOSm(X—a)doL 
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considerada como función de x es una función periódicaí y 
representa: 
1.' En los intervalos iguales 

ab ; a!V ; a" 6" flifti," ütb^ 



un mismo arco 



AB, A'B\ rff' A.fi,, A,B,. 



de la curva CABD definida por la ecuación y=zF{x). 
2/ En los intervalos iguales* 

ba\' b'a' ; 6"a'" ab^; aibt 



las porciones limitadas 



ba ; Va' abi ; aib% 



del eje de las x. 

Núm. 10. Nótase que la serie trigonométrica no repre- 
senta toda la linea CD, sino un arco finito, reproducido pe- 
riódicamente. Asi, si CD es una recta se repetirá el segmento 
A B; si es una parábola, el arco constante AB; y asi en todos 
los casos. 

Núm. 11. En el caso particular a6=27t. los intervalos 

ba ; 6' a" desaparecen: los puntos a y 6, a" y 6' 

coinciden» y por lo tanto la función trigonométrica solo repre- 
senta un mismo arco de la curva CD. 

Núm. 12. Examinemos en esta hipótesis particular el va- 
lor límite á que tiende la integral 

A íen/m+— )(a— a?) 

\f m ^^ d {a-x). 

^ sen — (a — x) 
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Esta integral, según tenemos dicho varias veces, se des- 
compone en otras varias: unas en las que el denominador no 
es ntilo, y estas desaparecen ó se anulan; oirás en las que 



sen — (a— a?) 



se teduce á cero, y corresponden á los valores 

Tomando, pues (figura 4), ac=bd=t, siendo e una can- 
tidad muy pequeña, vemos que será forzoso considerar dos in- 
tegrales singulares. 

X r.h «<?« (m+ y) (a— a;) 
Primera integral: — / F(a) d{cL—x), 

sen -T- (a— íc) 
2 



en la que a varia, desde Od hasta Ob=x, puesto que b es el 
punto particular que consideramos y Ob=ix el valor dado á 
dicha variable x. 



Segunda integral: -^ I F{ol) rf(a— ¿c.) 

sen -T- (a — x) 
2 



En efecto, si á Ob=^ se le disminuye en la cantidad 
ai=27t, se obtiene el punto a. 

Bn resumen, debemos obtener las integrales singulares 
que corresponden á los puntos a y 6, y mirat ^x^^ 's^w^'s* 



como partes de la integral total / , en la que se ha desp 

^ a 
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b 

re- 



ciado todo el intervalo cd, es decir # , por dar un resul- 



tado nulo. 
Tendremos 



f//w 



sen \m-\- —j (a— a;) 

í 

$en—{<í—x) 



d (a — x) 



para el punto a : y para el punto b 



h ícfi(ffi+— Va— ¡c) 



sen — (a— a?) 

2 



Ó bien por consideraciones análogas a las ya espuestas 



. +e í^(wi+— )(a— a?) 



í/(a — áp) ; 



sen — (a — ác) 



1 /^' 

1 ^"> y „ 



^^e sen ( w+ Y ) (*— ^) 



sen-- (a — X) 



d(a — ^¿c). 



Sustituyendo en las integrales en vez x sus valores, que 
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serán a para la primera y 6=a+27c para la segunda, re 
snltará: 



sen— (a— o) 

■^F{b) I — ^ -^ d(«-a-2«) = 

sen— (a — a — z t) 

2 



. ^+s«<'«(«»+-r){«— o) 



(/(a — a) : 



sen -r- (a — a) 



ó bien 



+ e5ín(m+-)a) 
Jo w 2 



El valor de la serie después de dividir por tc será según 
lo dicho 



-[F(a)+^(6)J = — g— = -y— ^^M. 
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Resulta, pues, que por escepcion, y solo como caso par- 
ticular, para los puntos a, 6, b\ b" la serie trigonométrica 

da la semisuma de los dos valores que corresponden á estos 
puntos: ó de otro modo, cuando se da á ^ los valores cor- 
respondientes á uno de los dos limites, la serie da la semi- 
suma de los valores de F{x) relativos á dichos limites. 

Núm. 13. Hemos supuesto hasta aquí que la función F{x) 
era continua entre a y b; si pasase bruscamente del valor m, 
el valor n seria necesario en la integral 



. e sen(fn + —){a—x) 
J ^(«) ^ d{<^-x) 



sen---(aL — x) 



suponer entre — e y o, F(a)=m y entre o y +e, F{oL)=n» 
de suerte que obtendríamos, como en el número precedente, 

para valor de la serie — {m'\-n). 

Así, para valores de x que corresponden á soluciones de 
continuidad de F{x), la serie da la semisuma de los dos va- 
lores que toma dicha función para la abscisa común x. 

Núm, 14. Segundo caso: que el intervalo b — a sea mayor 
que ítz. Para fijar las ideas supongamos 



b — a:=ÍTz-{'S siendo 5<27u. 

Lo mismo que en el primer caso, consideraremos el en 
que X recibe un valor comprendido entre a y b; es decir, 
que consideramos sobre el eje de las x puntos comprendidos 
en el intervalo ab. 

Tomemos además ad=ÍTz y cb=ÍTz, y examinemos otros 
tres casos secundarios: 



Primero. E\ de una abscisa comprendida entre a y c : 
sea el punto p el determinado por dicha abscisa. 

Determinado el punto p por la condición pp'=27c, es 
evidente que estará situado entre d y b. 

La integral, que espresa el límite de la serie para el valor 
x=op, se reducirá á dos integrales singulares, una corres- 
pondiente al punto p, otra al punto p' : las demás serán 
nulas. 

La del punto p será 

F{op)Tz\ 

la del punto p 

F{op)Tz=F{op+iiz)7Z', 

y el valor de la serie dividido por ic, ó la ordenada pM de la 
curva que representa este cuociente, 

Mp=zF{op)+F (op+2 7t). 

Si suponemos construida la curva f/=F{x), tendremos 

F[op)=M'p: F{op^in)=:^p\ 

y por lo tanto 

Mp=M'p+N'p\ 

Así, pues, entre o y c la serie dividida por u representa 
la suma de cada dos ordenadas de los arcos A' C y D' B\ 
distante uno de otro el intervalo Stt. 

Segundo. Análogamente, entre d y b la serie dividida por 
Tí representa 

como en el caso anterior. 
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Tercero. Entre c y e/, el limite de la serie es la ordenada 
qQ de la curva F{x), 

En efecto, para aL=oq el denominador 



1 

sen — (a— a?) 



se reduce á cero, pero no hay ningún otro valor entre dichos 
límites que cumpla con esta condición, asi la integral se re- 
duce á F{oq)Tz, 

En este caso, como en el primero, la serie es periódica, y 
el periodo es 2^:. 

En la figura 3.*, el periodo se compone del arco AB y del 
segmento rectilíneo ba\ 

En la figura 4.', del arco AB, 
En la figura 5.', de los dos arcos AC y C'D\ 
Solo cuando la diferencia entre los límites ¿ y a de la 
integración es menor que Stc, la serie representa la ordena- 
da de la curva F{x) en toda la extensión que comprenden 
estos límites. 

Núm. 15. Fácilmente se demostraría que, por excepción 
de la regla general dada en el número anterior, para ís=oa, 
la serie toma el valor 



j{A'a+D'd); 



y que para <r=o6, loma igualmente el valor 



x=^{Bb^cn 



Núm. 16. Si considerásemos puntos exteriores al interva- 
lo ab, obtendríamos periódicamente el arco AC 6 él Cff. 
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Por ejemplo, tomando de=in, todo puoto r comprendido 
entre í y « corresponderá á un valor Rr de la serie, que se 
obtendrá haciendo qr=Í7r, y levantándola ordenada qQ, ten- 
dremos eü efecto rR=qQ. 

Para convencerse de ello basta observar que la serie 
para Or=HkTz solo da un punto q entre a y í. 

Consideraciones análogas podríamos repetir para otro 
punto cualquiera. 
Ni^. 17. Presentemos un ejemplo como ejercicio. 

Si la función F(a) es periódica, S^n; la extensión del pe- 
riodo y b — a=A.27c, la serie dividida por ic representará para 
cada valor de x la ordenada F{x) multiplicada por k. 

Dividiendo, pues, por k obtendremos el mismo resultado 
que si hubiéramos integrado, no entre a y ¿=a-f ¿.S'n; sino 
entre a y o-f2ir. 

La figura 6/ representa el caso en que &=3. 
^ A un punto p determinado por x=op corresponden tres 
integrales singulares: 

Una para el punto p, cuyo valor es 

F{op)Tz; 

» 

otra para el punto p\ siendo pp =ítz : su valor es 
otra tercera para /?" , siendo pp''=^n : su valor es 

F(OP+Itz)'k; 

y el valor de la serie dividida por tc 

pM=F{op) ^F{op+in)-\-F{op-\-i-K)= 
pp^p'F^p"P''=ÍpP; 

porque siendo periódica F(x) los arcos 
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AA' , A'iA" , A'\B 



son iguales, y dan 



Pp=P'p'=F'p'\ 



La serie representará, pues, los arcos 



cuyas ordenadas son las de las curvas 



rr WV1 



AA\ A'i A" , A'\B 

multiplicadas por 3. 

Núm, 18. Si en la fórmula (4) se supone a=o : 6=2 «, 
tendremos 

F{x)=4-' í F(oL)doL+ — S í F(a) eos fn{x—oL)doL (5) 



Si en vez de los dos límites anteriores se toma a=— i^. 
6=7c, se obtiene 

F{x)=4-Í /'(a)da+— S f F{a)cosm{x—(^)doL{^') 



De suerte que se puede desarrollar en serie ordenada se- 
gún los senos y cosenos de los múltiplos de x , una pa; le 
cualquiera de F(ir), comprendida entre o y 27c, ó entre — ^ 
y 7c, 

La Tunciou F(x) puede estar compuesta de muchas par- 
tes, perteneciendo estas á funciones de formas diversas. 
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Por ejemplo, puede ser {figura 7/) desde o á a una recia 
cuya ecuación sea 

y=mX'\'n ; 
desde a á ^ una parábola 

* 

desdt P a S'n; la sinusoide 

y=A sen x. 

La serie trigonométrica (5) representará el contorno 
MNPQf pero repelido periódicamente á derecha é izquierda 
del origen de coordenadas. 

Es claro que F{x) será aquí una Tuncion discontinua que 
representará dicho poligono, y que por lo tanto se compondrá 
entre los límites o y 2?? de tres partes: 

entre o y a F{x) será igual á mx-^-n; 



entre a y p F{x) será igual á y/i^px; 
y entre P y áic F{x) tomará la forma A sen x. 

De aquí resulta que cada una de las dos integrales que 
constituyen los coeficientes de 

sen X, eos x, sen ixs eos ix, etc., 

se compondrá de 3 partes. 

Tendremos pues desarrollando 

./'(¿c)=— -. / (fna + n)da+ / \/ipaLdoL 

A sen oL, doL I 
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+1 



COíO?! / (ma+») coí ada4- / y/ipoL eos ddoi 



27C 



4- / A «en a coi arfa I 



r /» a x> p 

-{-senx I # (fna-fn)íen ada+ I \/ipcL seniLdd 



-{■ I A sen* oLdoL I 



r p^ p^ — 

-|-co5 2¿r| I (ina-fn)cos2arfa+ # ^ipoLcosioidoL 

+ / A íen a coí 2 ada I 

+ 5en2ápr / (wia-|-»)5ín2ada4- / v/2/?a5^2ada 

4-/ Á5enaíen2ada I 



+C05 [xác I / {m a+n) eos [Jia da+ / v^2/? a eos [Jiaíia 

/í 2 7^ -| 

A íen a eos [t-cLdcf- I 
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+ I A sen OL sen ¡xada I 



Núm. 19.' Se puede dar más generalidad á las fórmulas 
(5) y (5'), suponiendo que el intervalo de la función F{x), 
que se considera, no es iiz, sino uno cualquiera i i 
En efecto; si suponemos 



X — y a— — 



tendremos para 



\ 



(D ' o • . . • • • • Z ' " O 

¿5=21? 2=2/ etc. 

0=0 P=o 

a=2 7c p=2/ etc. 



De suerte que eliminando o; y a de dichas fórmulas, re 
sultarán estas otras 



'(-^)=^//(4)^^ 



m 



+ ^f//(^)""»T"-»^-4^ 
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+' / «P \ . «p 



-(^)=iV/_,V(^)^-^ 



' / ''^P \ "" ''^P 






/ ' 



ó bien 

2/ 



(^)=-^/H4)^^ 



2/ 

+ ■ 



5-f//(4)'--T('-p)'^p^ 



+'„ / «p 



-(^)=^/_?(4-)^^ 



+ 



ff/!f(4)-"f('-«^^' 



Por último, representando 



'(4). 



que es una función de z , por <f{z) ; y del mismo modo 



m 



r (p(P) ; siendo cp una función de forma conocida entre o 
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y 2/ ó entre — / y +/, y sustituyeDdo además á las letras 
z Y ^ hs X Y OL, resultará 



1 /» 2^ 



1 *» /» 2/ mTzíx — a) 



.+/ 



1 /*-!-« 



1 «<» /^ +^ 



1 00 /^ 1" * . «ITifáC— a) . 



iVtifn. 20. En alguoos casos particulares estas fórmulas 
se simplifican. 

\.^ Supongamos que ^(x) es par, es decir» que * 



(p(¿p)=(p(— ác). 



En este caso 



+/ 



<p (a) gen m -j- da=:o. 



En efecto, cada dos elementos 



?(a)5ín — ^ da' y cp(— a')ím ^ da 
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(ie la integral, correspoadíeDles á valores iguales y de signo 
contrario de a serán también iguales y de signo contrario, y 
se destruirán. 

Además, en esta misma hipótesis^ por una razón análoga, 



f(a)(?05 — - — rfa=2 j (f{aL)co$ -. — da. 



De suerte que desarrollando las fórmulas (5') y (7) en sus 
diversos términos, y en cada uno de ellos los cosenos 



7t (x — a) 

eos m -. — o eos m {x — a) , 



todos los coeflcientes de los senos de 



mnx 



I 



ó de mx serán nulos, y los de los cosenos podrán simplifi- 
carse por la fórmula anterior. 

Tendremos pues para el desarrollo entre —/y +/, ó en- 
tre — n y +7C de las funciones pares (f{x) las series 



1 p ^ 

+ -T- S eos — -. # <f (a) eos -. da ; (8) 

- 1 /» ^ 

{p(a?)= — / <f (a)rfa 
'^ J o 
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2 00 p'^ 

— E cosmx I f{oL)cosmcLdoL, 



(9). 



2.<* Si la función <p fuese impar, de suerte que 



cp(— ác)=— <p(¿p) 



tendríamos 



<f{oL)cos — '. — aoL=zo 
— / * 

(f{cí)S€n T — rfa = 2 # <p(a)5^n — ■: da. 



y las fórmulas (5') y (7) se reducirian á 



2 00 mizx /* ' fWTta 

<p(a?j=— -S sen — ) — / (fioLjsen — í — aa (10) 

2 00 /> ^ 

cp(a)= — S sen mx I ^(aL)senmaL dcL (11) 

VI ^0 



^tím. 21. Ejemplos diversos. 1.® Propongámonos des- 
arrollar en serie trigonométrica una función ^que sea igual a 
una constante entre o y /, y á la misma constante con signo 
contrario entre o y — /. 

Es decir (fig. 8), las dos rectas AB, CD equidistantes 
del eje una longitud A. 

Observemos ante todo que siempre podemos suponer A=l, 
porque si no lo es> con multiplicar el resultado que obtenga- 
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nios en csla hipótesis h=l por A, quedará resuello el pro- 
blema. 

Además en este caso 

luego debemos aplicar la fórmula (10), suponiendo en ella 



^{x)=í , (f (a)=l; 



y tendremos 



(p(a?) = dbl = — i sen — -. — # sen — z — da 

* 1 * «^ o * 

= — S í^n — z — I eos — -¡ — I ; 

/ I * \ '^w • lo 



ó bien 



2 „<» wíTta? / 1 — cosfñTz \ 
Si m es par 

es cero, luego desaparecen todos los términos de orden par. 
Si ni es impar 

í-cos fnnz=i 
luego 

« 

cp(ác==i=l = — I sen— 7— +— 5en3 — r— 
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+ _,e„5-y- + j 



La función es periódica, y 2 / es la amplitud del periodo. 

Es decir, que la ecuación precedente es la ecuación analí- 
tica del lugar geométrico representado por la figura 8. 

2/ Supongamos y=x entre — / y +/ , ecuación que 
representa la recta AB {fig. 9). 

Como 

tf{x) = — (f{—x) 

puesto que 

x=—{—x) , 

debemos aplicar la fórmula (10), sustituyendo 



(f{x) = X : cp(a) = a. 



Se hallará pues 



¿p=-7-S sen — í — I aícw — - — da. 



Tenemos que efectuar la integral indefinida 



/mica 
a sen — -. — da , 



y se obtendrá integrando por partes: 



/mica / p 
OL sen — -. — da= / a 



mTíOL rmzdoL 
sen-- 



I I 
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/ m 



fmt 



WTta / p tmzoL 

fiX—COS j / eos ; rfa 

I mn J I 



la mnoL /• rana 

= eos — j r— r- sen — ¡ — . 

mil I ' m'ir* / 



Integrado enlre a = o y a=/ 



/' 



tmza , r 

aíen ; — da = 



Q I mn 



según que m sea par o impar. 
Asi 



a sen —7— a a= — ; / asen \ — da 

o ' '^ J o ' 



= 5 — ; / ^sen — j — a a= -^— ; 



y sustituyendo en el valor de x 



^ = I sen — ' -r- «en 2 — 7- + — «en 3 — 7- 

7c L / 2 / ' 3 / 



__,,^4__+ J 



El segundo míeiubro representa los segmentos 

KB; A'B' ; A" B" 
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3.<* Supongamos que F{x) es igual á x entre o y / y 
á —X entre o y — /; es decir, que representa la línea 
quebrada AOB {fig. 9). 
En este .caso se tiene 

(f{x)=^{—x) 

luego debemos aplicar la fórmula (8) sustituyendo 



tf(a)=a. 



Tendremos pues 



X=— I ada+— 1 coí ' — / cucos — '. — da. 

I J O '1 ^ ^ o ^ 



Integrando 



/' 

^ o 



a eos — j doL 



hallaremos sucesivamente, 



/ 



wrea a/ fWTca 

a coí : — a a= íen 



/ WITC / 



/ mica , a/ . mica /■ mica 



/ ' 



// mica a/ wica /• 
íe« — ¡^ — aa== — sen — -, 1 r-rcos 

a C05 — ^]| — d a = — r— - (::f:1 — 1 ) 



y deberemos tomar el signo + ó — según que m sea par 
ó impar. 



54 

Asi 



8 «a 
a eos — -. — doL 



a eos —7— rfa== .2 ; / c 

/2 /»/ 37ra /2 

= .0 ; I a eos — : — aa= 2 ; 

22^12 'Jo ^ 3*7c5 ' 



y por lo tanto 



o? 



■ .« V''"* / + 3» "" " 


/ 




••) 



4/ Determinemos la expresión en serie de la ordenada 
del trapecio isósceles OABC (fig. 11). 

La base OC es igual á t^; la recta O A es la bisectriz 
del ángulo yox; y la altura AP es igual á a . 

De aqui resulta que 

desde x=o á x=OP=ol se tendrá <p{a?)=¿c y ?(«)=« 

desde x=ol á x=^OQ='rz — a (f(^x)=AP=OP=cL 

y desde áp=u— a á íp=t cp(¿p)=7i:— a , 

Supongamos además 

en cuya hipótesis la serie espresará la linea 

CB'A'OABCDEF 



u 

cuyo período es 

C BAO ABC. 

Es evidente que deberemos aplicar la fórmula (12), y re- 
sultará 

cp(a;)= — S zmmx\ / oLsenmoLdcaA- I asenmcídoL 



+ 



/(iT — a) sen mcídoL I 
ir — a' J 



Las tres integrales son*. 



/*' , / oLcosmoL \^' í p^ 
oLsenmoLdoL = \ I A / eos raoLdoL 
o \ ^ lo "^ J o 



senmoL 



(acosm:iL senmoL\^ cLcosmoL senn 
m "*" «i* /^ "" m m' 



I a sen íwarfa=l I = — 

t/ a' A ' IW /a' 



cosmoL 



m 



ol' eos m{Tz — a') 
m 






(ir — a)5^wmaíía = u / sen mcídoL — / aíewmada 

ir — a' ^ 7T — a' ^ tz — a' 
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= icos mw — coí fn{Tz — a')i — I 



coBtniz 
m 



, (ic — ol) eos {tz—cl') m senm {n — a') \ 

m m* J 



a' eos m (íT — a') sen m (ic — a') 



• 



m w' 



Luego el coeficiente de sen mx será 



a' cas m a' sen m a' a' eos m ol a eos m {n — g') 



a' eos m (n— a') sen m (^ — a ) sen m a' 



m "^ m* ti^« 



, senmitz — a') 
H Z5 



«» 



Si m es par tendremos 



sen m ol sen m {tí — a') 
:í 1 Zl =^' 



nr m' 



si m es impar 
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senmcí sen m {r: — a') sen m ql 



nf nr mr 



De aquí se deduce inmediatamente 



$en 3 aJ 



2 r^ , , ^ sen óoL 

<p(d7)= — 12 senoL sen x+z — r- — sen ix 



+ 2 — — — sen oa;+ ; 



^(x)= — líen a ;ena;-| r- — «en 3 a? 



i g¡ — «en 6a?+ J 



Si el lado AB desaparece, el trapecio se convierte en un 
triángulo, y a' será igual á -^ . 

La ecuación de la linea O ABC {fig. 18) será 



<p(a;)= — |;en ¿p— -r- «en 3 a? + "^íen 5a; — I. 

7C L ¿« 5» J 



í>0 



Espresion de funciones arbitrarias no periódicas por medio de 
integrales definidas. — Fórmula de Fourier para funciones de 

una variable independiente. 



Núm. 22. Hemos demostrado que la fórmula 



1 r+' 



1 00 /*+/ ^^(a._a) 

+ -- 1 / cp (a) eos ^ ^ doL 

I \ J —I / ' 



representa entre — oo y +oo una función periódica; pero 
entre — / y -|-/ representa una función cualquiera, continua 
ó discontinua, sencilla ó compuesta de otras, es decir, un 
contorno cualquiera, y esto porque el periodo es completa- 
mente arbitrario. 

Si / crece sin limites y se convierte en oo, el periodo, que 
es arbitrario, comprenderá todo el espacio en el sentido de las 
X, y por lo tanto el segundo miembro de la ecuación anterior 
será su representación analítica. 

Entremos en algunos detalles. 

Supongamos para evitar dificultades, que <f{x) no llega á 
ser infinita para ningún valor de x, y que además para 

x= — 00 y ír=-|-^ 

es nula; de suerte que la curva representada por y=cp(ác) se 
aproxima por uno y otro extremo del eje de las x á dicho 
eje. ♦ 
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Observemos ante todo que 



1 /* +' 



tiende hacia cero á medida que / crece. 

Supongamos, para fijar tas ideas, que 7 (a) es constante- 
mente positiva; representemos por BCff (fig, 13) la curva 
fy=cp(a), y sea OP=OF=L 



j 



*(a)da 
— / 



representa el área ffCBPF^M, luego 



/ 



<p(a)rfa 

-i =iv 

2/ 



representará la altura A P de un rectángulo AA'FP, equi- 
valente á dicha área. Pero si / recibe el incremento jRp=Fp 
infinitamente pequeño, el área de M recibe un incremento 
representado por BPpb+B'Fpb\ y el rectángulo A apP+ 
A'ápF será mayor que el anterior incremento. De aquí se 
deduce que la nueva altura, que no es otra cosa que el nuevo 
valor de iV, debe ser menor que AP. 

De aqui se deduce también que á medida que / crece 
disminuye iV. Sin embargo, esto no prueba que N llegue 
basta cero. Para completar la demostración observaremos, y 
en rigor con esto basta, que si fijamos un limite inferior finito 
ON' para el cuociente iV, llegaremos á un resultado absurdo. 
En efecto, ó podemos deíerminar un valor de / tal que /X ON 
sea mayor que toda el área de la curva, ó no. 
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Si lo primero, es claro que ON' no puede ser su limite 
inferior, puesto que la altura correspondiente á / será menor 
que N\ y con mayor razón la que se refiere á valores ma- 
yores (le /. 

Si lo segundo, creciendo / el rectángulo recibirá incre- 
mentos FF^QQ\ infinitamente mayores que los ff'QQ' de 
la curva, puesto que fQ llega á ser tan pequeño como se 
quiera: luego el rectángulo llegará á ser mayor que el área 
de la curva, y estaremos en el primer caso. 

O de otro modo . sea FQ=H ; /0=A y 8 el exceso del 
área de la curva correspondiente á OQ sobre la del rec- 
tángulo. 

Demos un incremento X á /: H'k será el incremento del 
rectángulo, hX una cantidad superior al incremento de la 
curva; luego HX — h\ será menor que lo que ha aumentado 
la diferencia entre ambas áreas; pero si hacemos 



H'k—h'k=^, de donde X 



H—h 



el nuevo rectángulo ^{l+VjXH será mayor que el área de 
la curva. 

Observación. Si f(a) pudiera recibir valores negativos, 
supondríamos positivos todos los elementos de la integral, ó 
lo que es lo mismo, aplicaríamos sobre la parte superior del 

plano las ramas inferiores B (Jig. 14), y la nueva línea 

AB'C se hallaría en. el primerease. Pero como hemos aumen- 
tado el valor numérico de la integral suponiendo el mismo 
signo á todos sus elementos, si aun de este modo el límite de 



/ 



+/ 

<p (a) da 

V 



2/ 



es cero, con más razón lo será el de la relación propuesta. 
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Mm. 23. En cuanto á la segunda parte puede desarro- 
llarse en sus diversos términos 



1 /•+' 1C 

cp(a;) = -j I (f(cí)cos — {x—aL)daL 

+ -T- # f (a) COÍ 2 -j- {x—ol) doL 

1 /•+^ n 
+ -y # cp(a)co5 3-?-(áP — a)rfa-f 

1 /»+' u 
"^ T / f (a)coí m-j(a?— a)da4- 



Ó multiplicando y dividiendo por n, y representando y, que 

será infinitamente pequeña puesto que / es infinitamente 
grande, por e 



Ir /* "^ ' 

(p(a)= — I e # (f {cCj eos t (jc — a)rfa 



+ / 



-|-e # f (a) C05 2 e (áp — a)rfa 



+ í 



<p(a)cOí 3e(¿p — a)rfa 



+/ 



+ e/ cp(a 
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)C0S i e {x — a) d a -(- 



+ e / cp (a) C05 m e {x — a) da +. 
^ — / 



Ahora bien, las diferenles integrales del segundo miembro 
no son otra cosa que los valores de la función de 



/ cp (a) eos p {x — a) d a 



cuando á la variable p se le dan los valores e, 2e, 3e, 

mz es decir, cuando se hace crecer dicha variable por 

incrementos infínitamente pequeños e ; pero cada uno de es- 
tos valores está multiplicado por e , que puede designarse ' 
por dp; luego el límite del paréntesis, cuando / tiende á oo> 
es la integral entre o é oo de 



-j-oo 



9(a)co5p(a — x)doL 

00 



y por lo tanto 



-j-oo 



1 p p -r"^ 

cp(a) = — / dp I (f{cC)COSp{x—OL)doL (12) 

'^ J o ^ —00 

Como cambiando el signo á p, el coseno no varia, resulta 
que 



/o p +00 

dp I (f> (ai) eos p {x — Qf)da 
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se compone de los mismos elementos en orden inverso que la 
integral (12); luego tomando esta última, respecto á p enlre 
— 00 y -|- 00 se duplicará, y para conservar el mismo valor 
de (f(x) detóeremos dividir por 2. 
Por lo tanto 



1 p +«> p +00 

cp(a;) = — ■ I dp I (í'{cl)cos p{aL—x)daL (13) 



• 

Esta fórmula es la conocida con el nombre de fórmula de 

Fourier. 

Núm. 24. Casos particulares. 1/ Si la función cp(a) es 

par, es decir cp( — a)=<p(a), se tendrá evidentemente 



fl 



+ 00 

cp(a)«en paL,dcL = o (14) 

QO 



En efecto, los elementos de la integral son dos á dos igua 
les de signo contrario, por lo tanto se destruyen. 
Además 



^+oc ^^ 

# <p(a) C05pada=:2 / cp(a)cospada (15) 

^ — oo ^ o 



puesto que no variando el signo del eos p a porque p cam- 
bie de signo, la integral se compondrá de elementos dos á dos 
iguales á partir de p==o. 

Esto espuesto, desarrollemos el coseno de la fórmula (12); 
resultará 



jm ^_ 00 ^^ I QQ 

cp(¿r)z=— / dp \ I (f{(í)cospxcospcLdcL 
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+ 00 



+ / <f{(x)senpx senpoLdoil 



ó bien 



(f{x) = — / dpícospx / f{ciL)co$poLdoL 
'^ J o ^ ^ —00 



'\'%enpx j <f{ot.)senpAdoL I 



que etf virtud de las ecuaciones (14) y (15) se reduce á 

^(x) = — / eos px.dp» / ff((i)cospaLdoL (16) 

Aplicando el mismo método á la fórmula (14) obtendría 
mos idéntico resultado. 
2.* Si la función f (a) fuese impar, es decir 

?(«) = — ?(— a) 

lendriamos 



/+00 
cf (a)<?Oí /)arfa=o 



-|-oo 



00 



/f{ot.)senpcL.dcL=i I (f(pL)senpoLdoL 
00 «/ o 



y desarrollando los cosenos en cualquiera de las fórmulas (12) 
y (13) resultará 
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00 _ oc 



c£)(¿c)-= — / sen pxdp / f{x) sen pcLdoL (17) 



las fórmulas (12) y (13), (16) y (17) son fundamentales en las 
cuestiones de física matemática, y espresan el desarrollo de 
una función cp, ya sea par (fórmula 16), ya impar (fórmula 
17), ya no sea ni lo uno ni lo otro (fórmulas 12 ó 13) en se- 
rie trigonométrica. Y decimos en serie, porque toda integral 
no esotra cosa que la suma de infinitos términos infinitamente 
pequeños. 

Asi, por ejemplo, en la fórmula (17) tenemos el desarro- 
llo de cpfj?) en senos, y pueden escribirse asi : 



(f(x)=A' sen p x-\' A" sen /)"¿c + A'"íenp'"¿p+ (1^) 

eos eos eos 



advirtiendo que p\ />", p" crecen por la ley de conti- 
nuidad desde cero, y que el coeficiente general A^^' es de la 



forma 



2 



2 /» 

T-dp I ' (f{oL)sen poidoL 

"^ ''o 



y por lo tanto una función de p infinitamente pequeña. 

Núm. 25. Que las integrales dobles (12), (13), (16) y (17) 
representan funciones de x es evidente^ porque la integración 
respecto á a hace desaparecer esta variable, toda vez que los 
limites o é 00 son constantes, y además la integración res- 
pecto á JO , por idéntica razón, hace que desaparezca esta can- 
tidad, y solo quedan coeficientes constantes y la variable x. 
Las integrales, pues, solo sirven para indicar la ley de los 
coeficientes de la ecuación (18). 

Ahora bien, la función cp(a;), que se estiende desde — «> 
á +<»» está representada por una de las cuatro ccuacio- 



^o 
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nes (12). (13), (16). (17). cuya verdadera forma es la (18i; 
y de aqui se deduce osla importaDlisíma proposicioo: 

Sumando algebraicamente las ordenadas de infinitas sinu- 
soides y=A sen px ó y=A eos px, cuyos coeficientes A y p 
se determinan convenientemente, se puede obtener la ordenada de 
una linea cualquiera. 

Téngase muy présenle esta proporción^ porque nos ba de 
servir para fundar la teoría de la propagación de la luz en el 
caso de ondas planas. 

Núm. 26. Ejemplos. I. Supongamos que (f{x) haya de 
ser 



— X 
entre o é oo (f{x) = e 

X 

y entre o y — oo <p(¿p)=í? . 



La linea cuyaecuacion buscamos será la B'AB {fig. 16)« 
compuesta de los dos arcos fí'A y AB de las dos curvas 
esponenciales 



BAC, fí'AC. 



Como 



?(«) = ?(— ^)» 



es decir 



X — (^ — x) 
e =e 



deberemos aplicar la fórmula (16), y londremos 



2 /^^ /.«^-ct 

fy=cp(¿p) = — I eos px.dp I e cospríd%\ 

'^^ o ^ o 
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pero {Núm. i) 



f 



^ ax a 



e sen aLxdx = 



a» + a« ' 



luego 



I e eos poLdoL=. 



i+p' ' 



y por coDsígniente 



2 - 



^ix) = l í -^2íl±dp 



11. Supongamos que ^{x) se compone de Ires parles: 



entre íc= — oo y x = — 1. . . ^{x)=o, 
entre j?= — 1 yojz^ + l... cp(a?)z=l, 
y entre a?=:4-l y íf=4-oo. . (p(¿p)=o. 



Es decir, que la linea cuya ecuación bajo serie trigono- 
métrica buscamos, se compone de la parte C' B' {fig. 17) del 
eje de las x* de la recta A' A, y de la parte positiva BC del 
mismo eje. 

Puesto que en este caso 

« 

cp(a?)=íp(— ¿c), 
tendremos, aplicando la fórmula (16), 
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2 i-^ . r P+^ 



tf{x)=— j eos px.dp I / ÍXcos poidoL 



+ 00 



+ / oXcoB poidoi I ; 



ó bien 



2 /* /^+^ 

^(a:) = — I eos px.dp I cospoLda 



— — r 



QO 

jen p eos px 



P 



dp. 



Comprobación, La expresioD 



! -" 



^<"= V /„ 



«en p eoj px 



dp 



puede escribirse bajo esta otra forma: 

, , 2 rl P^ senp(x + í)—senp{x—í) ,1 

Ahora bien , si a; > 1 , las dos integrales tienen por 
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valor — {Núm. 2), ambos términos se destrayen, y resulta 

ÜS 

<p (x) = o. 

Si x<—í, sustituyendo x=—z, en cuyo caso z es 
esencialmente positiva, tendremos» 



\ f"^ S€np(% — Í) . . 

^^ o P 



+1 /*"'^p('+i)¿, 



pero las dos integrales tienen por valor -r-, luegolos dos tér- 

z 

minos se aestruyen. 

Asi, en resumen, para valores mayores que + 1 y meno* 
res que — 1 la integral primitiva es nula, es decir, que re- 
presenta el eje de la x. 

Para valores comprendidos entre o y -)-l ó entre o 
y-l 

* 

Jo P 2t/o P ^ 



luego 



<f(^)=T+T=^- 



///. Supongamos que (f{x\ se compone de tres partes: 

entre — oo y A', siendo OA =1 (fig. 18),^(a?)=o; es de- 
cir, el eje de la x; 
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entr^ A' y A , <f{x)=+\/í — a?" que es la ordenada de la 
circunferencia ABA\' 

y desde A á +oe cp(a?)=o, es decir, el eje de las oo. 



Puesto que 



cp(a?) = Q)(— ác) 



deberemos emplear la fórmula (16), y resultará 



2 p^ r /»+! 

(¿r)=— I cospx.dpí I +v/l — cí}co$poLdcL 



oX í?oí pcL.doL, 
ó bien 



T( 



oe ^^1 



2 /» /»-r i 

íc)= — / eos px.dp I v/1 — OL* eos poLdcí, 

'^ J o ^ o 



Tal es la ecuación del lugar geométrico de la figura 18. 



Fórmula de Fourier para funcionen de dos ó más variables 

independientes. 



Num. 27. Supongamos una función <p(x, y) de dos varia- 
bles independientes, sisa esta función única y continua ó com- 
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puesta de otras varias, es decir» que dividiendo el plano de las 

07, iy en polígonos A, B, C reclilincos ó ¿urvilineos que 

lo cubran por completo, la parle que se proyecta sobre cada 
uno pertenezca á una función distinta: por ejemplo, la su- 
perficie que se proyecta dentro de A. plana, la que se pro- 
yecta en i?, un paraboloide, etc. 

Admitiremos sin embargo, para simplificar, que (f{x, y) 
nunca pasa por infinito, y que para valores infinitamente gran- 
des de ¿p, de y ó de ambas, es cero: ó de otro modo, que la 
superficie compleja z=o {x, y) tiene por plano asintólico el 
plano de las m, y. 

Esto dicbo, nos proponemos espresar 'f {x, y) en función 
trigonométrica. Para ello basta que consideremos primero á 
^{x, y) como función de x, y que apliquemos á esta función 
la fórmula (1). 

Tendremos pues / 



1 p +^ p +«5 

cp(¿p,y)=_ # flíp # cp(a.y) c05/?(a;— a)da. 



Pero cp(a, y) es función de y. luego podremos aplicarla 
igualmente la fórmula de Fourier, y tendremos 



1 /? + ^ /» + » 



y sustituyendo en la anterior 



1 /»+<^ />+^ /»+<^ /» +<^ 



ooí /?(a7— a)co5 í(j/~P)d/? áq dd rfp (19) 
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« 

Tal es la.fórmula de Fourier aplicada á dos variables. 
Núm, 28. Casos particulares. Pudiéramos como prece- 
denlemente examinar varios casos, ya fuese la función ^ par 
ó impar relativamente k x ó k y: para abreviar, áolo exami- 
naremos uno de ellos. 

Supongamos que sea par respecto k x y k y, es decir/ 

<?(x,y) = ^{—x,y) , <f{x, y)=:<f{x,—y) 

En vez de partir de la fórmula (13) hubiéramos podido 
partir de la (16), y tendríamos sucesivamente 



00 _ 00 



<f(x,y)= — / eos px.dp I (f{oL, y)cos pcídi 
^ ^ o ^ o 



2 -^ 



?(a» .V)=— / cosqy.dq I ^(a, p) coí q^^dp, 



y por ullin^o 



00 _ oo _ oe _ oc 



(^'»)=-r/ III ?(«»P)c05pa. 



eos q^, eos px. eos qy. dp. dq. den. d^. (20) 



Núm. 29. Ejemplo. Supongamos que entre 



xz=í /x= — í; .v = l; »==—!, 



es decir> para puntos comprendidos en el rectángulo abcd (/!- 
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gura 19), o{x, y) sea igual á 1, y para los demás valores 
de X, y sea oulo. 

Tendremos, sustituyendo en la fórmula 



00 ^00 ^00 



rf(x, y) = — / cospxdp / cosqydq j cosp^d^ 

/ ?(<*» P) eos poidoL 
^ o 



resultará 



00 00 í /^ t 

«p(¿p, y)=— / cospxdp / eos qydq} / eos p^.d^ 
I / ixeospcLdoL-^- / oXeos poL.doL I 

+ / coípP.dp I / oXeos poL.doL 



/oo 
oX eos poidoL I 



ó bien 



00 _00 



cp {x , y)= — - / eos px dp / C05 qy dq 
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1 V.1 



o ^ o 



que integrando se reduce á 



00 ^00 

sen q eos px eos qy 



i P , P , sen p. 



p.q 



cuya comprobación es sencilla. 

Núm. 30. Es pues fácil por medio de series ó integra- 
les trigonométricas expresar una función que en una parte del 
plano situada en el espacio finito tiene un valor ó valores fini- 
tos y que en el resto es cero. 

Esta observación es de mucha importancia. 

Núm. 31. Generalizado sin nueva demostración el teo- 
rema de Fourier para funciones de tres variables, x, y, z, 
tendremos 



00 



f{x, y, ^)=fffjff ?(*• P- r) 



00 



eos u(x — a) eos v(j/ — P) eosw{z — y) (21) 



dctdu d^dv dydw 

2 TT 2 7t 2 TC 
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Generalización del teorema de Fourier para funciones 

imaginarias. 



Núm. 32. Supongamos que la función ^{x,y, z) con- 
tiene constantes imaginarias, pero siendo siempre reales las 
variables independientes x, y, z; y vamos á demostrar que 
aun en este caso se aplica la fórmula de Fourier. 

En efecto, si <p contiene constantes imaginarias se podrá 
descomponer en dos partes 

siendo ^ y x funciones de ¿&,^, z en que todas las cons- 
tantes que entren sean reales. 

Aplicando á cada una de las funciones <|> y x ^l teorema 
de Fourier, resultará 



-|- 00 



ii{x, y, ^)=ffffff «K"' P' r) 



00 



eos u{x — a) eos v{y — ^)cos w{z — y) 



rfarfu dpdv dydw 



271 * 27r ' 27r 



+ 0C 



y^^'^y'^=ffffff ^í^'P'T) 



00 
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eos u{x — a) eos v(y — P) eos w{z — y) 



doidu dpdv dydw 



TZ 



27C ' 27C ' 



mulliplicando la segunda por y/ — 1> sumando, y observando 
que las integrales están tomadas entre los mismos limites y 
se refieren á las mismas variables, razón por la cual pueden 
ponerse afectando á la suma, obtendremos 



.+ 00 



k^^ y> z)+xi^, ». ^)>/-^=ffffff 



00 



(^(a. P. r) + X(«^» y» «)\/ — 1 I eosu{x—(i)cosv{¡i — ^) 



, V rfarftt cfSdtJ dydw 

eos w{z—^) —^—- . -f--. -¿ 



Ó bien sustituyendo á 



+ + XV/-1 



su equivalente 9 



-|- 00 



T(a^»». ''^^ffffff ?(•*• P' T) 



00 
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eos u(x — ol) eos v(y — ^)cos w{z — y) 



doL du d^ dv dy dw 

Su ' Su * 2u 



Resulta pues que puede aplicarse el leorema de Fourier á 
una función cualquiera de variables reales, aunque contenga 
constantes imaginarias. 

La demostración solo parte de este principio, que toda es- 
presión imaginaria puede ponerse bajo la forma 



* 

Núm. 33. Otra forma del teorema de Fourier. Hemos • 
demostrado, que siendo f{x) una función de una variable in- 
dependiente y real, que no pasa por infinito y que tiende 
hacia cero para x= — oe yj;)ara j?=+<», se verifica 



-}- 00 



?(^)="5~" / / ^{ol)qosu{x — ^)du.doL. 



00 



Veamos á qué será igual la integral 



-|- oe 



~ I / ^{o)senu{x — oLJdu.ddL. 



00 



Es evidente que para cada valor de a, — por ejemplo 
a' — los elementos de la integral serán dos á dos iguales y 
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(le signo contrarío; á saber, los correspoudienles á 4-ti y — u 



o {a) sen u{x — oL)du. doL ; 



o (ol) sen — u {x — a) du . da= — cp (a') sen u{x — a) ¿m . rfa. 



luego la iulegral será idénticamente nula. No hay, pues, íd- 

convenienle en multiplicarla por \/ — 1 y sumarla con la 
primera, y resultará : 



+ 00 



'f(a) = -2:;^-y J ?(a)|^COíu(j? — a) 



oc 



+ v/ — \senu{x — a) I du.do. 



ó recordando la fórmula 



cosz-^-sen z\/ — 1 = « 



zv/ — I 



(a)=-gL-y J cp(a)e rft/.da. (22) 



oe 



iVim. 34. Generalización de la nueva forma. Si la fun- 
ción es de dos variables, ^{x, y), aplicando sucesivamente la 
fórmula (21) á cada variable resultará ' 
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f(x,y)=J J e cp(a.y)— ^_, 



00 



+ * e(y-p)^_l 






00 



y sastituyendo 



-[- 00 



(í*{¿P-oc)+tJ(»-P))v/-l 



?i^'y)= J J J J ^ ?(°^.P) 



oe 



rftt.rfa rfü.dp 



ÍTC 27t 



En general 

_ » ^ \u{x — a)4-i;(y — p). 



+ f¿? (s — y) i \/ — 1 

J , o , í/tt.flía rfürfB dwdy .^q. 



£n e^/a fórmula 
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^1 ». 2, a, p. Y» «*• <^» «^ 

son cantidades reales, pero la fundón 9 puede contener coni- 
tantes imaginarias. 

Núm. 35. Para completar este punto debemos hacer una 
observación análoga á las de los números anteriores. 

Supongamos que x, y, % representan las tres coordenadas 
de un punto cualquiera M del espacio, y sea ^{x, y, z) una 
cantidad ó magnitud que se refiera á dicho punto: por ejemplo 
su densidad, ó su temperatura , ó su presión en una dirección 
dada, ó si este punto está materializado por una molécula, la 
distancia á que en cierto instante se halla de su posición de 
equilibrio, ó la velocidad con que oscila, etc.; si suponehos 
que para todos los puntos del espacio situados dentro de una 
superficie S la cantidad f tiene ciertos valores, y para los 
puntos exteriores es nula dicha cantidad ^ , siempre podre- 
mos espresarla por una integral séxtupla de la forma (21) 
ó (22'). . . 

Pero estas integrales son, ó suma de elementos trigono- 
métricos 

* 

eos u{x — ol)cos v{y — 15) eos w {z — y) (23) 

ó de esponenciales 



[u{x-^)+v{y-^) + w(z-r)'^y/-\ (24) 



luego toda ley de valores para cp (con las restricciones espli- 
cadas) en el espacio, se puede espresar por sumas de fraccio- 
nes trigonométricas ó esponenciales (23), (24). 

Sustituyendo á la palabra suma la palabra superposición, 
podemos decif* que por superposición de términos trigonomé- 
tricos ó esponenciales, aunque en número infinito, se obtienen 
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todas las distribuciones en el espacio de la cantidad o, aunque 
esta distribución sea discontinua, como hemos supuesto ante- 
riormente: es decir, aunque dentro de una superficie S, ten- 
ga <p cierto valor y sea nulo para el resto del espacio. 

Estas observaciones son importantísimas para comprender 
cómo todo movimiento vibratorio puede reducirse al estudio 
de ondas planas. 



CAPITULO n. 



Teoría de los residuos y aplicaciones. 



Teoría de los residuos. {Briol, Essais sur la théorie malhé- 

matique de la lumiére, pág. 13.) 



Núm. 36. Sea /"(o?) una función que para valores dea? muy 
próximos á a es finita y continua: esla función podrá desarro- 
llarse por la fórmula de Taylor, dando á x incrementos sufi- 
cientemente pequeños á partir de a: es decir, que tendremos 



/(»)=««)+ -05^ (I- o) + -CM (i_a)-+. 



f-w ,. ..._,, ^■(''+«"^-°)) 



(a;-«)"'-'H ^-5 -'-{x—aY\ 



1.2... «—1 ' ' 1.2... « 



ó bien, represenlando para abreviar 
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- por /. (ar) 



1.2.3... n 



f{x) = f{a)+l^{x-a)+ Il^{x-ar+ 



1.2... n — 1 



Sí formamos la función 



F{x)= f^"^ 



X — a 



esta úllima para x=^a será infinila, puesto que el numera- 
dor es finito y el denominador es cero. 

Si sustituimos por f{x) su desarrollo, no considerando en 
él más que los dos primeros términos, resultará 



X — a X — a X — a 



y tendremos descompuesta á F{x) en dos parles: una ftíjc) 
que no es infinita para x:=a, y otra 



/(«) 



X — a 



cuyo denominador es de primer grado en x. 
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El numerador f{a) de esta fracción sencilla 



X — a 



es lo que Caucby llama residuo de F{x)^ por relación al va- 
lor a, que hace inflnita dicha función F[¡d). 
Mas en general consideremos el caso 



F{x)=J^ , 



siendo f{x) una función finita y continua para valores de x 
próximos á a, y sustituyamos por f[x) su desarrollo: resul- 
tará: 






(íc— a)" [x—ay 



l.Z... W I 



{x — a) 



n 



Ó bien 



/"(«) 
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1.2... «— 1 .... 

-+A(^). 



a? — a 



La función F{x), que es infínita para x=a, se compone 
de una suma de fracciones sencillas en cuyos denominadores 
enlra {x—a). y de una función fi{x) que es tínila para íc=fl, 
y el numerador 

/«-* (a) 



1.2... n—í 



de la fracción de primer grado es lo que Cauchy llama el 
residuo de F{x) relativo á x=a, siendo a un valor que hace 
infinila la función F{x). 

O de otro modo, el residuo es el coeficiente de la primera 
potencia de 



\{x-a)} 



en el desarrollo de la función dada F{x) en potencias de 
esta cantidad 



x — a 



solo que esta definición no es tan precisa como la anterior y 
exijiria nuevas explicaciones ajenas á nuestro objeto. 

Aun para la primera definición deberíamos presentar 
ciertas aclaraciones importantes; pero como solo hemos de' 
^acer aplicación de la teoría de los residuos á las funciones 
ilgebráicas, basta la precedente definición. 
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Núm. 37. Resulta de lo dicho el siguiente método para ha- 
llar el residuo respecto k x=a úq una función F{x), que 
para este valor de la variable se hace infinita: 

Primero. Se determina una potencia n de {x — a), tal que 
el producto 

(j?— a)» F{x) 

para x=^ sea una cantidad finita: este producto será f{x). 

Segundo. Se desarrolla por la serie de Taylor en poten- 
cias de {x — a) dicha función f{x). 

Tercero. Se divide el resultado por {x — a)», y el coefi- 
ciente de 



1 



X — a 



será el residuo que se busca. 

Observación. Resulta de lo que precede que el residuo solo 
será único y tendrá un sentido preciso cuando el desarrollo 
sea único también. 

Núm. 38. Sea 



F{x)= ^(^) 



<f{x) 



siendo ^{x) finita y continua para todos los valores finitos 
de a?, — por ejemplo, un polinomio, — y ?(¿b) un polino- 
mio entero del grado m; es decir 

<f{x)=(x—a)^ (x—b)^ (x — c)i • 



La función F(x) tendrá residuos respecto á cada raiz del 
denominador. 
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Para hallar, por ejemplo, el residuo relativo á a, busca- 
remos una potencia de w — a tal que 



(— '-^ 



sea una funcíou finita y continua para valores de x próximos á 
a; pero esta potencia es precisamente la del denominador, 
toda vez que 



(^_a).X "l'í*) 



{x — a)^(x — b)^{x — c)í.., 



H^) 



(¿c— 6)P(¿c — c)í .... 



es finita para x=a. 

Resulta pues que la función que en general hemos desig- 
nado por f{x), es en este caso 



Ha?) 



{x—b)9{x—c)i, 



ó representando 



{x—b)v{x—c)'i. 



por ©I (a:) 



^i\X) 
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Solo resta desarrollar fipo), dividir por (¿c— a)», y to 
mar el coeOcieDle de 



1 



{x—á) 



Tomando análogamente el residuo de F{x) respecto á ¿, 
c la suma de todos estos se designa con el nombre de re- 
siduo total, y Gauchy lo designa por el símbolo <>• 

Asi 

¿F{x) 

se lee: residuo total de F[x). 

iVww. 39. Aplicación alas funciones algebraicas. Sea if{x) 
un polinomio del grado m— 1 alo más, y ^{x) siempre del 
grado m. 
Es decir 



Se sabe por álgebra que la fracción 



^(x) 



^{x) 



se desarrolla en fracciones sencillas de este modo: 



i¿{x) _ Ax"^-' -^ Bx"^-^ + 



<f{x) {x — a)" (x — a)P(íc-T-c)í. 
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— íb_+ ái + áf + Aü-Lm 

(ajr-a)" ^ (x—a)*-' (« — a)"-» «—o 



I Bt fií . Bt , ^B— 1 

"•" (¿c— 6)P "^ (a;— 6)P-' "*" (a;— a)P-» "*" x—h 



+. 



En este desarrollo ordenado por las potencias de 



1 1 1 

» i 9 — — — . . . , , 

a: — a x — o x — c 



es evidente que 



An — i t iSn-. i 



son los residuos relativos á a , 6...1. luego tendremos 



?(¿c) 



Ahora bien, sí en el desarrollo (1) damos un común de- 
nominador á las fracciones del segundo miembro, este deno- 
minador será precisamente 

(¿c— «;" (¿r— 6)P 

y la identidad de ambos miembros exige que 



I 
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Aác'»-* + ^^""" + 



sea idéntica al numerador del segundo miembro; pero el 
coeficiente de a?"*~* es precisamente 



An — 1 "T -Op— !"!".••.. 



luego tendremos 



A==Ao-i + A-1 + 



y por lo tanto 



{x) 



Asi, el residuo total de una función racional en la que el 
denominador es un polinomio del grado m, cuyo primer coe- 
ficiente» es decir, el de x"^, es la unidad, y el numeradores 
del grado m — 1 , es igual al primer coeficiente del nume- 
rador. 

Corolario. ' Cuando el numerador es de grado inferior á 
m — 1, el residuo es cero. 

Núm. iO. Cambio de variable. A veces conviene cambiar 
la variable por relación á la cual se toman los residuos, y he 
aquí cómo se procede. 

Sea la función Fx, en cuyo desarrollo el término de pri- 
mer grado en 



es 



X — a X — a 



se tendrá evidentemente 
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£ F{x) = A 



X 



Si suslituimos en F{ixi) en vez de x una nueva espresion 
x=kx\ se converlirá en F{kx'): y el término 



A 

en 



»\ » 



X — a kx — ka' k (x — a) 

representando a por ka\ 

De aquí se deduce que en el desarrollo de F{kx') en po- 
tencias de x'—a\ el término de primer grado será 



A^ 

k 



X — a 



y que por lo tanto 



X '^ 



• 



ó bien 



k¿ F{kx') = A, 



X 



luego tendremos 



k¿ F{x) = ¿ F(x). 
x' X 
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Núm. II. Diferenciación bajo el signo ¿/. Supongamos 

que el numerador de F contiene otra variable t, siendo 
siempre el denominador un polinomio entero en o; , y sea 



cp(¿c) (¿c— a)» (x—aY 



Siendo f[Xyl) continua por relación á x para valores 
próximos al valor a , tendremos. 



fix, 0=A«. + -^^^ i^-a) + ^^ix-ay 



+^<-)'+ +t£^^^<-'- 



+ f,{a,t)ix-á)'; 

y por lo tanto 

ria,t) 



^ -^ («— o)" ^ («—a)—' ^ (a;— a)"-* ^ 



^— (g.O 
1.2.3...^(«-1) 



Diferenciando por relación á / y representando por D ia 
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derivada, resaltará 



{X — ap {X — o)" 



^3^ + MA (o . /), 



De este desarrollo se deduce que el residuo de Dt F{x,t) 
es 

1.2.3 (n~1) ' 



por lo tanto 



¿F(x t)- /"~'(^'^) ■ 
^^- '^^-1.2 n-l' 



.. -J 






luego 



¿D^F(x.t)=D,¿F{x,t). 



De aqui resulta que los signos ¿/ y Z) se pueden invertir. 
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Integración de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales 

con una sola variable independiente. 



Núm. 42. Primer ejemplo. Tomemos como primer ejem- 
plo dos ecuaciones simultáneas de primer orden 

(1) 



en las que los coeficientes L,R, M son constantes, \,r\ son 
funciones de ^, y ésta la variable independiente. 

Las ecuaciones precedentes pueden escribirse simbólica- 
mente en la forma 

{D,—L)l — R'h=oA 

{D,—M)f\—Rri=o,) . 

y se trata de determinar i y i^ en función de t, de modo que: 
1/ satisfagan á las ecuaciones (1) ó (1'); y 2/ que para /=o 
•adquiera los valores 

El método explicado en el Cálculo elemental conduce des- 
de luego á los siguientes desarrollos. 
Valores particulares i y >i 

(2) 
siendo A, B y s tres constantes indeterminadas. 
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De eslas espresiones se deduce, 



y sustíluyendo en (1) ó (1') por I, r^ y sus derivadas estos 
valores, obtendremos las ecuaciones de condición 



(s—L)A—RB=o\ 
{s—M)B—RA=oj 



(3) 



ó bien 



s — L 
B 



R 



B^ 
A 



s—L 
R 



s-M 

s — M ¡ 



{^') 



La primera de las (3') es una ecuación de segundo grado 



en s 



ó bien 



{s — L){s — M) — R* = o, 



— M 



s+LM) 
— R') 



(i) 



e la cual se deducen estos dos calores 



=±^^\/ (i+«t-ii/ + í.: 



que espresados separadamenle son 



^_ L + M , t / (L—ify 



+ ^iíz^ + ,,. 



(5) 



¿ + J/ . / (£— i/)» 
í.= - 



2 



_y'(í^+,.. 



y para cada udo de ellos podremos dar valores arbitrarios á 
la constante A por ejemplo, pero la B estará dada por la 
fórmula (3') 



Si — L R s% — L B 

5i= — z: — A = jT- A ; B%= = — A= — — ttA* 

B Si — M B Si—M 



Dedúcense de aquí dos sistemas de valores por I y r^. 
Primer sistema: 



Sit 

^ = Ae 



- Ae 



s, — M 



Segundo sistema : 



9« 



71= —Ae 

St — M 



Por último, dando á la constante A dos valores arbitra 
ríos ii y As y sumando los resultados, tendremos las inte 
grates generales del sistema (1) 



5=Ai^ +Aje 



R , *'^ , R , *«^ 
Si — M Si — JU 



Solo resta determinar Ai y Aa, de manera que para t=o, 
i y 71 tomen los valores « y ^ : tendremos pues las ecuacio- 
nes de condición 

a = Ai-l- Al 



P= 7¡r AiH — Aj, 

5, — M Si—M 



de las que se deduce 



aR-^{s,-M) 
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y como según las ecuaciones (S) 



(í.-i/)(í,-i/)=-ü'. 



resulta : 



Al — — — — ^ ^ 

Si Í2 



Si — S^ 



de suerte que ias integrales que cumplen con todas las con 
diciones del problema serán 



,_ aL{s,-M) + ^ñ ^'' 0L ÍSi — M) + ^It *«^\ 

q ,^_ — — — — ^— — — — — — f^ ———————— — c 

5i f] Si"'-' Si 



7^= i 1— i-i g 

íi — M Si — .Vi 



«t — ^/ í» — Si / 



Por último, el valor de ^ puede aún trasformarse obser-. 
vando que 

y 
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puesto que ^i y Si son raíces de la ecuación (4); y tendremos 



g_ a(^i — if) + M /*' . ol{s, — M) + ^B J^' 



' (6) 



Si — ái'j Js — Si j 



Núm. 43. Interpretación de ¡as ecuaciones (6). Desde 
luego se ve que el valor de i es el residuo total con relación 
á « de la espresion 



V 



{S — Si){s—Si) 



En efecto» tendremos que hallar primero el residuo con 
relación á la raíz Si del denominador, y para ello, dando al 
valor precedente la forma 






S — Si 

^^—■1 ■■■■■■ I ■ i 

Si — Sf 

y desarrollando el numerador por la fórmula de Taylor, halla- 
remos / 



\ 5i— Í2 / \ i— Í2 Js = Si 1 

S — 5< 
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de :doiide resulta que 



•i: .'» ., 



■ ' ■ c 

Si ^^ Si 



será el residuo parcial con relación á la raiz. 

Del mismo modo el residuo con relación á Si será 



a(A>— l /) + Pfl ^'^ 



I . •' 



Sf— Si 

! . t • ■ • . : 



y por lo tanto «1 residuo tolal será 



(5— 5,)(S — í,) St — Si 



St — Si 



Dedúcese de esto, que el valor de I puede espresarsc 
abreviadamente por la notación 



(5 — 5i)(5 — ^2) 



V del mismo modo (7) 



) ; 



(5 — í,)(5 — íj) 



O c> O o <; 
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Todavía es posible dar forma más sencilla á estos valores. 
Ed primer lugar observaremos que 

{8—Si){8 — Sf) 

no es otra cosa que el primer miembro de la ecuación (4), 
es decir, 

Í8-L){s—M)-R\ 

espresion que para simplificar representaremos por S. 

En cuanto á los numeradores, observando que las ecua- 
ciones (3) pueden sustituirse por estas otras 

{s—L)A—RB—olS. 

(8) 
■ is—M)B—RA=^S, 

toda vez que S es nula para los dos valores de s, tendremos, 
despejando A y B, 

A=oL{s—ñí) + ^R. 

B=--^{s — L)+olR; 



de suerte que 



r r A '^ P B 'f ,^, 

5=6-^« ; '^=Cy-g-e . (9) 



Núm. 44. Puede demostrarse directamente que las expre- 
siones (7) ó (9) satisfacen á las ecuaciones diferenciales 
dadas> 
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Di-fi—Rl—M.-n=o. 

I 

En efecto, diferenciando los valores (9) con relación á /, 
y recordando {Núm. 41) que la derivada de un residuo es el 
residuo de la derivada, tendremos 



Dd = ¿-^e^; D,n=¿^e ; (9*) 



y sustituyendo en las ecuaciones diferenciales los valores (9) 

y (9') 



p As '* , P A " B /* ^ *' 



p Bs '^ nP A ''^ uP B ^' 
C^-g-e —RC-^e —lUO-j-e —o. 



Pero el residuo de una suma de funciones que tengan el 
mismo denominador es igual á la suma de los residuos, y por 

otra parle, las constantes pueden pasar dentro del signo O ; 

luego las dos ecuaciones precedentes pueden escribirse asi 



¿M=m=Aí;'=c. 



102 



ó bien 



¿^*'=o 



¿-5- =0; 



Ó por último 



£5* r\ Si 

ae =0 ; ¿y^e =0. 



Pero estas espresiones son evidentemente nulas, pueslo 
que los residuos parciales con relación á ;« y 5» lo son. Y 
en efecto, el término del desarrollo de- 



st 

*^ a (5 — Si) e 
ae = — 



s — Si 



que tiene ^— 5i por denominador es 



Sit 

{Si — Si) e 



S — Si 



término que es nulo, como también 



Sit 

{Sf—St)e 

S — Si 
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Dedúcese de aquí, que los valores (9) salísfacen á las ecua- 
cioDes diferenciales. 

Además, si en los valores (7) hacemos t=o resultará 



o {s — Si){s — s^) ' Q {s—Si){s—s,) 



Pero el numerador es de primer grado y el denominador 
de segundo, luego el residuo total es el coeficiente de 5, es 
decir 

5o = a y 7io=p. 

En resumen, las espresiones (9) cumplen con las dos con- 
diciones generales que hemos indicado en el número 42, á 
saber, satisfacer á las ecuaciones diferenciales y para í=o 
tomar los valores a y p. 

Núm. 45. Segundo ejemplo. Sean tres ecuaciones dife- 
renciales lineales de primer orden, con tres funciones i, r\, t^ 
y una variable independiente t: 

AYi = fl$+Jfri + />!;, (1) 

ó bien bajo forma simbólica 

(D,-M)r,-Pt:-Rl=o, (I') 

{D,-N)K-Ql-Pri=o. 
L. M. N. />, 0, R 

son constantes, y se trata de determinar ^ , r^ y ¡^ en fun- 



cion (le ^ de modo: primero, que satisfagan á las ecttaciones 
diferenciales (1) ó (!'); segundo, que para /=o se reduz- 
can á 

Pudiéramos, como en el ejemplo anterior, seguir un métó- 
mo directo é interpretar con arreglo á la leoria de los resi- 
duos la fórmula final, pero es mas sencillo acudir al segundo 
método. 

Sustituyendo los valores particulares 

^—Ae'^; r^=Be^^ ; ^ = Ce'^ 

en las ecuaciones (1) ó (1'); tendremos las ecuaciones de con- 
dición 

{s — L)A — RB-QC = o, 

{$ — M)B-PC—RA=o,\ (2) 

(s — N)C—QA — PB=^o. 

que determinan inmediatamenle la iucógnila s y las rela- 
ciones 

despejando estas últimas entre las dos primeras ecuaciones, 
por ejemplo, y sustituyendo en la tercera » obtendremos la 
ecuación de tercer grado en s 



{s—L){s-M){s-m-is-L)P*-PQR-{s—N) 

R*—PQR—{s—JU)Q'=o 
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Dedúcese de aquí, que los valores (9) salísfacen á las ecua- 
ciones diferenciales. 

Además, si en los valores (7) hacemos t=o resultará 

g _¿ «(s-i/) + M . ^_¿ ?{s-L) + olR 

Pero el numerador es de primer grado y el denominador 
de segundo, luego el residuo total es el coeficiente de 5, es 
decir 

5o=a y 7io=p. 

En resumen, (as espresiones (9) cumplen con las dos con- 
diciones generales que hemos indicado en el número 42» á 
saber, satisfacer á las ecuaciones diferenciales y para t=o 
tomar los valores <x y p. 

Núm. 45. Segundo ejemplo. Sean tres ecuaciones dife- 
renciales lineales de primer orden, con tres funciones i, r\, t^ 
y una variable independiente t: 

D,r^=Rl+Mr^ + PK, (1) 

ó bien bajo forma simbólica 

{D,-M)yi-Pr:-Rl=o. (I') 

{D,-N)K-Ql-Pyi=o. 

L. M. iV, P, O, R 
son constantes, y se trata de determinar \, r^ y C en fun- 
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I 



A = 



oíS[{s-M)is — N)—P'^-\■ps\R{s—N)-\■PQ'^ 



+ Y«[C?(*-<V) + PÜ] 



B=- 



5[ (í-iV) fl+ POTh- p5 [ (s- ¿) (í-iV) -(?» ] 



+ y5[/>(*-¿) + (?ü] 



.V 



6 = 



5 [í?(í-iW)+ /ii>] + p5 [/>(í -z;)+ Oü] 



+ y5[(s— /i)(s-i/)-ií'] 



ó bien 






5 = a[j?(s-iV) + /'(3|H-p[(í-¿)(í-^)-0'] 

-l-r[P(í-Z)+(3/i]. 
+ y[(í-z;)(í-iO-fi*]. 

Para todos estos cálcalos coDviene recordar las espresio- 
oes generales del álgebra 



K{b'c"—c'b")-\-K'ieb"—bc") + K"(bc-eb') 



ab c — ac'b" + ca' b" — ba'c" -\- be a" — cb' a 



t it ' 



K{c'a'—ac')'\^K'(ac''r-ca")-{'K\€a'~ae) 



ab' c' — ac b'' -f" cab" — ba c" + be a' — cb' a 



t n » 



K {ab'—ba') + K' {ba" — ab") -f K" {ab' - ba) 



t 1 1 



ab'c" — ac'b" + cab" —ba'c'+bc'a' — cb'a 



y laís equivalencias 



K=olS: 



1*1 ■ I 



á=s — L 



K'=z^S: 



b=^—n 



K"=yS; 



c=-Q 



a' = -B 



b'=s—JU 



c'= — P 



a"=-Q 



b"=—P 



t ' 



c"=s—N 



lio 



£j^e.« = o ; ¿^-^^ = ; £^'-c'» = .. 



q ue se reducen á 



¿^ae** = o ; ¿^^e^^ = o : ¿yye^^=^o. 



Eslas'úllimas expresiones son idénticas, toda vez que los 
residuos parciales con relación k $i, Si y ^s son evidenle- 
mente nulo^; y si aún quedara alguna duda» bastaría introdu- 
cir como factor y divisor 



í"*~-5i I S'—^St « Ó 5 — S$. 



Queda, pues, satisfecha la primera de las condiciones ge- 
nerales. 

Además, haciendo t=o en las expresiones (5), se obtiene 



r _P ¿la + AP + QiY 

{8 — Si){$ — $i){s — Si) * 



';•— C^ (í — 50(í — 5f)(5— 5») 



ío=£ 



(S — íi ) (í — .Vi ) (í — Í8 ) 



pero en el valor de \ , por ejemplo, el coeficiente Zi es de 
segundo grado en s, y los Rt , Qi de primero; luego el. nu- 
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merador es un trinomio en i de segundo grado, en que el coe- 
ficiente de ^' es a : y como (iVtim. 39) en este caso el resi- 
duo total es igual á a, resulta 

Análogamente probaríamos que 

^10= P ; y !ío=Y. 

Núm- 46. Simplificaciones. Se pueden reducir en gener 
ral á Ires los seis polinomios en s, 

L,, M,, Ni. Pi, (?,, Bi. 
En efecto, se tiene sucesivamente 



Pi L,-QiR, = [P (« -L) + Qr\ [{s-M){s-N)- /»'] 

-^Q{s-/U) + PR\[R{s-N)-\-PQ\; 

P,L-QiBi = P(s-L)is-JtI){s^N) + Qn{s-M) 
{s-N)-P*(f-L) — QR{s—M){s-N)-'PIP{s~N) 

-^PQ'{s-íí) — P*QR: 

PiL-QiRi = P[{t-í){s-M){s-N)-P*(s-L) 
-(?{s-M)■^R*{s-N) — iPQR^ = PS: 



y por ultimo 
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P,L, — Q,Ri 



= S. 



Del mismo modo hallaríamos 



C). M, - P, A _ B, N, - Q, P, - 

Q =*•• F-^ = ^' 



De estas ecuaciones se dedoceo los valores de Zi , i/« y Ni 
en fancion ét P,, Qt, Rt. 
Tendremos pues 

r -1Í±Ml ^_ S Q + P,É, 
¿._ ^^^ ; ja,- ~ . 



j^^^ + PiQ> 



ñ, 



y sustituyendo en las ecuaciones (5), después de haber pues- 
to por A, B, C los valores (4'). resultará ; 



SP + 0. fli . Bfl.n 



„ 7j P + Aa+P«Y 

r,= ¿ )il c»» ; 



K = ¿ ^ 



Y + VI a + n P 



5 



e»* : 



<■ •; 
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que simplificando se trasforman en 












en cuyas expresiones ponemos S entre paréntesis para indi- 
car que el residuo total ha de tomarse respecto á las tres 
raices Si, $>, s* de S. 
Observemos ahora : 
1 .* Que las partes 



SP .. r SQ ., r SR 






/'i(S^) ' ^ (?i(5) ' ^ 5,(5) 



^•* 



son nulas. 

En efecto, los residuos parciales serán, por ejemplo, para 
la primera espresion los resultados {Núm. 43) de sustituir en 



SP , SP ^ 

(T ; -zr-, • TÜT ; 



Pi (í — «o (í — Sz) Pi [S — St){s — ís) 



SP 

gSt 



Pi{s — s%){s — St) 

8 
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en vez áe s, s*, s^, s^ ; pero como estas soo raices de S^ 
dichas espresioDes se anularán. 

De aquí se deduce, que las primeras partes de los tres re- 
siduos desaparecen. 
8/ Que el polinomio 

es el mismo para las tres variables I, fi» K- Representándolo 
por 6 tendremos 



Sé"^ p ee«* ^ p Be»* 



^=¿4^;, ; ,=¿4^ ; K=¿ 



P.{S) ' '~^ Q,{S) ' ^-^ R,{S) ' 



3." Que el método anterior, es decir, la reducción de los 
seis polinomios á tres, caeria en defecto si las raices de S=o 
anulasen á alguno de los polinomios Pi, Qt, Ri, puesto que 
en este caso las espresiones 



SP 

f eic*9 



Pi{s — St){S—St) 



se presentarían bajo forma indeterminada para ^=^1. 

Núm. 47. En resumen , los valores de i, v| y ^ son de 
la forma 



e^Rt p Q^st p ©^8* 






P^iS) QdS) ^ ^ Ri{S) ' 



en los que se tiene : 



P,=P{s—L) + QR: 
Q,=Q{s-M)-^-PR: 
R,=R{t-N)+PQ. 

I 

Los residuos son totales y se refieren á las tres raices de 

5= s—L){8—M){s—N)—P*ií—í')—Q*{s—M) 

—R\s^N) — 'iPQR=o. 



Núm. 48, Nada mas fácil qae reducir los valores de I, 
y\, C á la forma ordinaria. 

Representando por s< , s, , «< las tres raices de S=o, el 
valor de ^ puede ponerse bajo la forma 



jQis-JU)+PR][R{s-N)+PQ\a+[Pis-L)+QR'\ 



[fi(í-iV)+/>(?]N-[^(«- ¿)+ (?a] [Q{s-M)+PR'\y 
[p(s~L)+QR\[{s-s,){s--s;){s-sS\ 



Represeolando por los subiodices ^i , 8%, $3 los residuos 
parciales, tendremos 
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s, Fp (s, _ Z) + QRJ (í, — s.) (s, _ í ,) 



^R{s,-N)+PQ]n[p{s,-L)^QR\[Q{s,-Jií)-\-PR]-r s,t 

^P(s,-L) + QR^ (s, - í,) (í , — «,) 



[í?(s,-i!f)+Pií][ü(í.-iV)+i'0]«+[i'(s.-¿)+0fl] 



¿ = 



[fl(í.-iV)+i'C)]H-[^(í.-¿)+(?B] [()(s,-if)+/'ü]r «.< 

[P (í, — ¿) + O/í ] («,—«0 (í. — ía) 



[0(í.-i/)+pfi][/i{í.-iV)+i'(?]«+[/>(5.-z;)+(?i?] 

í. [P (5, — ¿) + Ofi] (í. — S. ) (í, — í.) 



[ü(í.-íV)+po]h-[p(«.-^)+Oíí] [0(í.-if)+P/í] y í,i 



fp («,— I) 4- QIt\ («,—«.) («3- 



<>) 



El valor de i será la suma de los tres valores preceden- 
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tes, es decir: . 



S=¿ +¿ +¿. 

Si $9 8 

Núm. 49. Tercer ejemplo. Sean las tres ecuaciones di- 
ferenciales simultáneas de segundo orden y de coeficientes 
constantes, 



A«Tl=^Tl+/>^+fi£) (1) 



ó puestas bajo forma simbólica 






Se trata de determiaar i, y\, K en función de /, de tal ma- 
nera que: 

Primero. Satisfagan estos valores á las ecuaciones (1) 
ó (1'). 

V segundo. Que para t=o se tenga 

Seguiremos para ello una marcha análoga á la ya expues- 
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ta, pero anle todo reduciremos las ecuaciones dadas á otras 
de primer orden, introduciendo las variables 



A$=S' ; A^=V ; AÍ=C ; 



y resultará 



D,l'-Ll-Ryi-O^=oí 
AV— iÍTi-PÍ— ü$ = o; 



A5_5'=o; 



Di'r\ — r! = o; 



(2) 



Aí;-í' = o; 



Se trata ahora de determinar seis funciones de /, á saber: 



5, ri, í, l\ V, ?, 



que satisfagan á la^ ecuaciones (2), y que para / = o tomen 
los valores 



a, P, r» *^'' P'» y'- 



Sustituyendo las integrales particulares 



li=Ae'^; y\=Be'^; K = Ce'^ 



l'=A'e'^: y{=B'e'^; C=CV* 
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en el sistema (8) resultará 



sA'—LA—RB—QC=o; 
t ff —MB—PC—M =0 ; 

sC—NC—QA — PB=o; 

(3) 

I r 

8B—ff = o; 



$C-C = o; ^ 



/ 
/ 



y deberemos despejar las constantes 

A, B. C, A\ ñ\ C 

entre estas seis ecuaciones. Para ello sustituiremos los valo- 
res de A', B\ C deducidos de las tres últimas en las tres 
primeras, las cuales se convertirán en 

{s' — L)A — RB—OC=o; 
{s'—M)B—PC — RA = oi 
(f--N)C—QA — PB=o; 

y entre estas eliminaremos A, B,C; pero la forma de estas 
ecuaciones es idéntica á las (2) del ejemplo anterior, sin más 
diferencia que la de aparecer s^ en vez de. $; luego la deter- 
minante, ó sea la etuacion en s, será 

(«•—/,) (s* — if) («»— iV) — («• — Z) i>' — (s« — J/) (3* — 

{s' — N)B?—%PQR—o (iL\ 
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Representemos por 



S=o (4') 



(8) 



esta ecuación. 

Las (3) podrán escribirse bajo la forma 

sA'—LA—AB—QC=ol'S: 
sB—MB—PC—RA=^'S: 
tC—NC — QA—PB='{S: 

sA—A'=a.S: 
$B — B'=pS; 



y entre ellas debemos despejar 

A, B, C. A', B'. C. 

Para ello, sustituyamos en las tres primeras los valores de 
A' . B' , C deducidas de las tres últimas, y resultará 

(s* — L)A — RB—QC = (oL'+as)S: 

{$*—M)B—PC—RA = (fi'+^s)S; 
is'—mC—OA—PB={y'+ys)S; 

pero estas son de la misma forma que las (2') del ejemplo 
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anterior, sin más diferencia que la sustitución de s por s*, 
y la de 

a' + aí; p' + p^; y +yí á a, p, y; 

de aqui resulta que sin nuevos cálculos podremos escribir: 
A=(a'+ a s) [{s'-M){s'—N)—P''\ +(P'+Pí) ["iííí'— iV) + 

I 

^(?]+(r'+Tí)[í?(«'-'«)+^^] ; 



N) 



(6) 

-í?']+(r'+rí)[p(í"-/:)+(?/í] ; 



C=(a'4.a s) rO(s'-^) + />jí 1 +(P'+ p j) ri> (S« _ ¿) 

QH ]+ (r + r «)[(«' - L) («• - J/) - /?«] ; 



+ 



y haciendo en estas fórmulas 



L,={s'-M){s*-N)—P* : P,=P{s*—L) + QB: 
i/.=(í«_Z)(««_iV)-0'; (?.=(?(*•— Jf)+Pü; (6') 



1S2 

se convertirán en 

A=z.(«'+«í) + /í.(P'+p5)+(?.(T'+r«); 
C= (?.(a'+« í) + p. (P'+Pí) +iv. (r'+ r «)• 

Sustituyendo los valores de A , ^ , C en las últimas ecua- 
ciones (5), obtendremos 

A'=Z,ía'+(¿.s'-5)a + A(íp'+í'P)4-0.(ír'+«'r) 

c=iv.«r'+(^««'-'5)r+0i(í«'+«'«)+/*«(«P'+«'P) 

Es fácil ahora probar análogamente á lo hecho en los ejem-' 
píos anteriores, que las integrales generales de las ecuaciones 
propuestas son 



.0 Ae»* f Be* ^ p Ce»* 



5=£i|L..,=£i|l;C=¿ 



(8) 



,, r A'c»* , P 5'c'* ^ P Ce»* 



En efecto, sustituyendo estos valores en las ecuaciones (i) 
resultará 



¿If-l¿^-R¿if-Q¿íf=o; 
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¿í^-M¿ *;'- -P¿^-n¿Jif.^o: 



¿£f-N¿^-Q¿^-RS^=o; 



¿Ase'* p AV»* 






r Cíc»* P Ce"* 



Pasando las constantes bajo el signo O, y recordando 

que la suma algebraica de los residuos es igual ai residuo de 
la suma, obtendremos 



p {sA'—AL—BR—QC)e'* _ 



p (sB'—BM—CP—AR)e'* 



= ; 



C {sr—CN—AQ—BB)e** _ 
O, ^ o ; 
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tes de las quintas poteDcias. Por lo tanto 

Núm. 50. Nótese, que si eo los valores de £'» V, ¡T (8) 
gse prescinde de los términos a 5 , ^ 5 , yS , cayos residaos 
totales son en efecto nulos, los numeradores son las deriva- 
das con relación á / de i , -n, y, como debia ser. 

Basta para convencerse de ello observar que A\ B\ C, 
aparte de los términos en S, son los resultados de multiplicar 
por s los valores de A , B , C, que es la operación á que 
se reduce la derivación de los valores de £ , t^ , ^. 
Núm. 51 . Puesto que los valores (6') de 

¿I , ü/, . iVi . Pi , 0. » A y los de A , /í . C 

en función de estas cantidades tienen la misma forma que los 
del ejemplo anterior, sin más diferencia que la sustitución de 
*' á 5, y de 

a'+ía, P'+*P. y+sy á a. p, y, 

resulta que con igual modificación tendremos relaciones aná- 
logas á las del número 46, es decir 



, _ SP + 0,R, . ^_ S Q+P,R, 



7V. = — ^+^*^* 



Ri 



Sustituyendo estas espresiones en i , t^, 2¡, y suprimiendo 
el término que contiene S en el numerador, por ser nulo el 
residuo total correspondiente, tendremos 
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^-^TJ^ • ""-^ QÁS) ' ^-^ A(5) 



siendo 



e = 0,A(a'+sa)+/>,A(P'+íP)+/>,0,(y'+n);\ f 



(9') 

(}, = (3(5>-J|f)+P/?; 



y advirtiendo que los residuos totales se toman por relación á 
las tres raices de 5= o, ó bien 



{s'-L){s'—M)(s'-N)-P'{s' — L)—Q'{s'—M) 

—Q'{s'~N)—iPOR=o. 

Por último, esta simplificación no será aplicable si alguna 
de las raices de 5= o anula k Pi, Qi 6 Éi. 
Núm. 52. Nada más fácil que dar á i , tj , C la forma 

ordinaria suprimiendo la operación C/ '• bastaría sustituir en 

las fórmulas del número 48 por s, s* y P^r 

Núm. 53. Cuarto ejemplo. Integración de ecuaciones di- 
ferendales lineales, de diferencias parciales y coeficientes 
constantes. 

Supongamos tres ecuaciones diferenciales lineales, con 
tres funciones , I, r¡, 1^, y cuatro variables independientes, 
¿p , y , 2 . í ; y sea 



+CK 
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+ /?• Zíx íl + fi.' /^T ^ + ^>' ^« ^ 



4-C"Z>x'í+C."D,'¡; 



> +A." ft' 5+A," Z>xy'£ + i«" A.'5+4, "Z)y.«$ 

+/?." ».« T> + Zf," Z)xy. y\+ B:' Z)„' 7,+ /?," D,^ \ 



+ =0 



(1) 



+c," A* c+c," fty' !:+c;' z)xx'í;+c;'Dy.? I 



una de estas tres ecuaciones, en la que los coeficientes A 

B C son todos constantes; advirtiendo que una for- 
ma análoga tendrán las otras dos ecuaciones. 

Núm. 54. Observemos ante todo que la sustitución en la 
ecuación (1) de i, por ejemplo, por una esponencial 



\=¿ 



r+ux+vy+wz 



en la que r > ti , t) , ir son constantes, equivale á la sustita- 
cíoa de los símbolos 



D^. Dy, A; IK\ Dj\ D^\ IKj\ D^\ Dj^\. 



por 



U% V , W, U*. V*. W*. UY, uw, vw. 



y on general á la de 



P , por »•. «■. ic». 



Kn efecto, i^e lieue evidentemente 
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r-fux + vy + wz ^ 

fl™. t)". U?P « = fl". ü". M)F 5. 



Olro lanío podemos decir de >i y í. 
Si la exponencial estuviese multiplicada por una constante 
ir. es decir, si fuese 



r + ux-f vy-l-wz 

5 = Ae 



los resultados serian idénticos. 

Núm. 55. Si en cada una de las lineas horizontales de la 
ecuación (1) se sacan simbólicamente como factores comu- 
nes» \ en la primera, r\ en la segunda, ^ en la tercera, re- 
sultará : 

+ A /' /)y' + A." ft' + A ," Z)'xy + A/' Z)«„ 

+A;'D\^^ ]$ 

+ \b^ B'D^+B: Dj + B,'D^ + B' Z)x* + 
(1) Br D,'+ B,' D^' + B,' D\, + Br D\,-^ \ =o. 

B.''D\+ 1^ 

+ rc+C'Z)x + 6V/)y + C/A + r/>x' + 



^6 Z^' X7. "T" I S 



] 
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Para simpliflcar representemos por 

-L. -R y -a 

la expresión comprendida en el primer paréntesis á escepcion 
de A' . y las comprendidas en el segundo y tercero; y ten- 
dremos que la ecuación simbólica (!') podrá escribirse de 
este modo 

[D^-L)l — Rr^—Q^ = o. (1") 

Pero entiéndase que el producto (A* — L)l es puramen- 
te simbólico, y que las expresiones £ , jB y son puros 
símbolos y en manera alguna cantidades. Asi es que para 
que la ecuación (1") tenga un sentido algebraico es preciso 
efectuar productos y considerar á 



A5, />yÍ, D^\ 



con relación k x , y , z . t como tales derivadas. 

Según lo expuesto en el número anterior nada más fácil 
que obtener el resultado de sustituir en la ecuación (t'') 
por i , ia y C las exponenciales 

^ r-l-ux + vy+wz j^, r-fux+vy + wz 



r—tr^' r + ux + vy-fwz 



En efecto, basta para ello sustituir en los símbolos L , R 
y Q por 



A, Z>y, A, A' ; u. V, to, w* 



;on lo cual la expresión (V) se convertirá, representando 
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por L\ R\ Q' el resultado de dicha sustitución en L, R, Q 

60 

{D^-r)k-Rr^-ffK = o. 

Adviértase que el producto de A' por I continua sien- 
do simbólico, pero no lo son, sino verdaderos productos, 
los de r por 5 . fi' por ti y Q' por C ; y en efecto ¿' , jB' 
y Q' no son ya símbolos sino verdaderas cantidades funcio- 
nes de ti , t; y u? , es decir , 






Bz"uv + B^:'uw + B,"vw+ 






Núm. 56. En adelante , para abreviar» diremos que ¿, 
M, N son funciones de 



D,, Z)y. ft. /)x\ Dj\ D^y 



pero esto significará solamente que son expresiones simbó^ 

ticas de Dx 

Véase, sin embargo, cuanto se simplifican y se acortan 
los cálculos por la introducción de las operaciones simbólicas 
y como se pasa con rapidez suma de estas expresiones á las 
algebraicas reales. 
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Núm, 57. Supongamos finalmente que sometiendo áigua- 
\es transformaciones simbólicas las dos ecuaciones restantes 
se pueden poner bajo la forma 

iD^ — M)y\ — PK-R^ = o; 

(2) 

{m-N)i:-Qi—Py\ = o. 

En estas ecuaciones 

i/, N. />. 0. R. 

son expresiones simbólicas de 



Z>x, Z>y, D^, D^ 



y las ecuaciones particulares que como ejemplo presentamos 
son de tal naturaleza, que las mismas funciones simbólicas 
/^, (3, j?, se repiten en cierto orden en las tres ecuacio- 
nes, (1") y (2). Asi en la segunda P^ indica una cierta fun- 
ción de las derivadas de C con relación k x , y , z y ^sta 
misma función Py\ aparece en la tercera. Compréndase sin 
embargo que si la P de la segunda es igual bajo forma sim- 
bólica á la P de la tercera, no puede decirse con verdad que 
son iguales como cantidades porque ni una ni otra son tales 
cantidades: representan puros símbolos y nada mas: indican 
iguales operaciones sobre ^ que sobre rj; pero las verda- 
deras cantidades son P^ y P-n y e^las no son en general 
iguales. 

Núm. 58. En resumen, sean la tres ecuaciones diferen- 
ciales propuestas, escritas simbólicamente 

{D,'-M)n-PK-R^=o; ] (3) 
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Se trata de determiaar tres fuQciones, i , tj , ^ de x , y, 
Zy tales que verifiquen á las ecuaciones (3) y que para /=o 
satisfagan á las condiciones iniciales 

^o='f (a?, y, z) ; Tio=x(a?, y, z) ; Co=^(íp, y, 2) j 

(4) 



iVúm. 59. Nada más fácil que encontrar infinitas solucio- 
nes particulares de las ecuaciones (3). 

Basta igualar k, ^i , K i tres cantidades proporcionales á 
una misma exponencial: 

j. ^ ux-l-vy-f wz-f r 

j, ux+vy + wz+r v /^x 



y, ^y, ux+vx-l-wz-f r 
í=Cí;ie 



en la que Íi , y\i, K^ sean funciones de ^ é independientes 
de X, y , z. 

En efecto, según lo demostrado en el número 54 la susti- 
tución de estos valores en las ecuaciones (3), dará después de 
dividir por la exponencial 



ux-|-vy-|-wz + r 
€ 



I 

D,'Ki-N'K.-Q%-Pri,=o; 



siendo 5» , ii y íi funciones t . y 
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L\ M\ N\ P\Q . K 

las cantidades que resultan de sustituir en los símbolos 



¿, M. iV, P, (?. A. 



en vez de 



Dx> Dj, Dt u, V, w 



Ahora bien, las ecuaciones (6) son ecuaciones diferencia- 
les lineales ordinarias de una sola variable independiente, es 
decir , ecuaciones en diferenciales parciales, luego basta de- 
terminar 5i , TQi , Ci por los métodos del {Núm. 49) y susti- 
tuir en los valores (5). 

De este modo obtendremos tantas integrales particulares 
como queramos por la indeterminación de la constante A y 
de las cantidades u, v, w, r, y sumándolas hallaremos aun 
nuevas integrales. Todas satisfarán á las ecuaciones diferen- 
ciales (3), pero todavía no á Us condiciones iniciales (4). 

Núm. GO. Veamos cómo se resuelve esta última parte del 
problema. 

Demos infinitos valores ii A y éi u, v, w, r: tendremos 
espresados los valores de i , ^a » ^ por las series 



ux+vy+wz+r st u'x+v'y + w'z+r' s'l 

i=Ae X e +A'e X e + 



u"x+v"y+w"z+r'' s'H 
A"e X e + 



ux + vy + wz + r si u'x+v'y+w'z + r' sH 

Ti^Be X e -^B'e X c + 
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u"x + v"y + W"Z + T'f 8"l 

ff'e X e + 



ux+vy+wz+r st u'x+v'y+w'z+r' s't 

^ = 6> X í? +C'e X e + 



i/ € X 6 "T" 



en las que B , C y s se delerminaráD en función de A, u, 
v, «(7, r por los métodos expuestos en el tercer ejemplo. 

La ley de variación de A y de t« , v, w, r es todavía 
arbitraria, y de esta indeterminación debemos servirnos para 
cumplir con las condiciones (4). 

Para t = o debemos tener 



ux+vy + wz u'x+v'y + w'z 

cp(4?, y, a)=Ae +AV •+-. 



vx+vy+wz u'x-f-v'y + w'z 

Tií^» y> z,)=zAse + A Ve +. 



ux + vy + wz u'x+Y'y+wz 

X{x.y,z)=Be + B'e +. 



ux+vy+wz u'x+v'y+Wz 

'X.i{x* y, z)^=Bse -{^ B'se +. 



ux+vy+wz u'x+v'y+w'z 

4^(0?, ¡y, J2)=Ce + Ce +-, 



ux+vy + wz u'x+Y'y+wz 

^i{x, y, z) = Cse + Cs'e +• 
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pero los segundos miembros no son otra cosa que el desar 
rollo de 



en series trigonométricas, desarrollos que en general se efec- 
túan por la fórmula de Fourier; luego esto nos da desde lue- 
go la idea de que tal ha de ser la forma que afecten los valo- 
res generales de I, ri y K, toda vez que los últimos desarro- 
llos son el resultado de hacer í = o en la primera, y de di- 
ferenciarlos y suponer después /=:o en las derivadas. 

Aún pudiéramos seguir más adelante en este método ana- 
lítico ; pero á fin de abreviar acudiremos desde luego al mé- 
todo sintético, exponiendo la elegante y sencillísima solución 

de Caucby. 

Núm. 61. En vez de suponer I, y\, ^ expresados por 
cantidades proporcionales á una misma esponencial , igua- 
lemos cada una de estas variables á una suma infinita de ex- 
ponenciales según la fórmula de Fourier (Núm, 34): 



-|-oe 



9i^y^^)=ffffff 



[»(«— a)+o(y— p) 



00 



^^ ''r , ,_, dadu d^dv d-rdw 



+* [tt(a;-Hx)-H(y-P) 

M^yM=ffffff ^ 



00 
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-\'W{z — y) i v^ — 1 

J / o .\ doL.du dü.dv dy.dw 



+ 00 



<('■>■' '^ f f f f f f 



[«(a?— a)+v(y— P) 



QO 



+ u){z — y) I \/ — \ 

•^ v^ / Q ,. doL.du dQ.dv dydw 



álC álC 2 7C 



ó abreviadamente, representando por ii , t^i , 2^i los resulla 
dos de suslíluír 

a?=a, ¡y=p, s=Y, 
en 5, TQ, í, es decir, 



. ^=////// 



+ *[»(íc-«) + »(y-fJ) 



00 



+ u;(a;— y) I v/— 1 

J e rfa.rfti dPd«^ dydu) 

Si — ;; • — z: • £fc » 



2 7C 2 7C 2"^ 
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p r p p ~F-ñ'^" ["(^-«)+f(í-P) 
""^J J J J J J ' 



00 



+ t6»(« — Y)1\/ — 1 

J d%.du d^di) dydw ,„. 



+^ rB(a-_«) + „(«_P) 



00 



+ u^(z-t)1v/-1 

J ^ doidu d^dv dydw 



Para sustituir estos valores en las ecuaciones (3), necesí- 
^mos obtener dos clases de términos : primero, las segundas 
derivadas de Í , yj , ^ ; segundo, las expresiones simbólicas 



Z5, ATI. Oí 



Presentemos de cada uno de estos términos un ejemplo, y 
fácil será generalizar para los restantes. 

I. Determinaciones de A* I- Sabemos que cuando los li- 
mites son constantes pueden invertirse los signos I y D, lue- 
go resulta 






00 



J r doL.du d^.dv dy.dw 1 

ilZ 2 7C 2 7C J 



"'■^-fffffJ 



- + •*[«(»-*)+»(»-?) 



■i « 



00 



+ M?(2— T)1v/— 1 

X/t ^ — . — . — 

gic in 27C 



puesto que bajo las integrales el único factor que contiene / 
es $,. 

II. Determinación de L Í. Sabeoios que £ Í se compo- 
ne {Núm. 55) de una serie de términos^ cada uno de los cua- 
les es en general de la forma 



X. y, z 



siendo A una constante; luego Z Í se convertirá, al poner 
por i su valor, en una serie de términos de esta forma 



■^ ^ +n+p r K^— *)+«(»— P) 



í í íí í í Az^-^-^^-^^r 

o J J J J J ^*y*^ L 



00 
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fr(s— y)| \/ — 1 

^ * ** ""a • ""S • Q^ 

Z7C Z'ít «^ 



f f f f f í [«(«-«)+«'(í'-^)+ 



00 



J ,r doL du dp rfo dyAto 



ffffff'"'^-"^'"-'^^ 



00 



J u^ da rfii dp dr dYdto 

^ "'h — 5 • — a ' • — a — 



~4~ 00 

í f í í í í ["(*-*)+«'(»-?)+ 

.^ — ^ ^ 

n* r doL du d3 dv dv dir 

^ ^* Q^ • ""5 — • ^^ =^ 



Reuniendo lodos los lérminos en una integral, y denir 
de ella sacando la esponencial y las diferenciales como facto 
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res comunes, obtendremos la primera de las tres ecuaciones 
siguientes, siendo las dos últimas las transformadas de las 
correspondientes del sistema (3) 



ffffff^']"''-'^"'-'' 



00 



+ «>(í-y)]v^-l 

da..du d^.dv dydw 



í í í í í í "^ H^-«)+''(»-p) 



00 



+ w(« — y)l v/ — 1 



doL du dp dv dydw 



(8) 



: QO / 
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+ Mj(a— y)J\/ — 1 

[(A*-iV)^.-0'5.-^').] 

■(8) 



doL.du rfB dv dy.dw 

> . , * :^^z O, 

2 7t 2 1C 2 7C 



iVzím. 63. Fijemos las ideas antes de pasar adelante. 

1.® Los valores de $, ^i, ^ del número 61 no son en ri- 
gor mas que sumas de esponenciales ; pero estas entran en 
número infinito. 

2.^ Las variables ol, ^^ y, u, v, w desaparecen en las 
integraciones, y por lo tanto los segundos miembros no son 
en rigor mas que funciones de x, y^ z, t. 

S."" La forma de estas funciones depende de las que to- 
man ii» Til, s«> y por consiguiente la sustitución délos valo- 
res de i, 'í\, K en las ecuaciones diferenciales equivale á un 
cambio de variables: a las i, ri, ^ sustituimos Íí, tji, !^i. 

i.° Las ecuaciones (8) espresan estas sustituciones, y de 
aquí se deduce que para que los valores (7) sean las integrales 
generales de las ecuaciones diferenciales propuestas, es nece- 
sario que se verifiquen dichas ecuaciones (8). 

Núm. 64. Para que las ecuaciones (8) se verifiquen es 
suficiente (no decimos necesario porque basta con lo primero), 
que todos los elementos de las integrales sean nulos, es decir, 
que se tenga 

{D^—3r)ri,—Fi:,-ffl, = o: \ (9) 

Estas ecuaciones diferenciales solo contienen la variable 
independiente t; P\ Q\ R\ L\ M\ N' son constan- 
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les; ii> Til, i^i son funciones de t; luego basta integrar dichas 
ecuaciones^ y ios valores que obtengamos para \u tqi, ^í sus- 
tituidos en (7) nos darán valores para 5, ?, tq, capaces de 
satisfacer á las ecuaciones diferenciales. 

Pero esto no basta: es preciso no solo que los valores de 
\> i\. ^ satisfagan á tres ecuaciones (3) sino también á las 
condiciones iniciales; es decir, que para t=^o se tenga 

Basta para esto que los valores ii , r\^, ^^ deducidos de 
la ecuación (9) para /=o tomen la forma, 

5i=?(a,P.r)í •ni=^(a. P,y); ?,=cp(a,p, y); 

(10') 
?i — «Pi(a, P, y); Ti/zzzXiía. p, y); í;/=(pi(a, p, y). 

En efecto, en este caso los valores de $, ti, ^ (7) se re- 
ducen según la fórmula de Fourier á los del grupo (10). Por 
ejemplo, se tiene para / = o 



00 



«>(2 — Y)]v/ — 1 






y 

■4" ®* 



r^^ r r r r r r [«(«;-«)+«(»-?)+ 

' 00^ 



10 



Ii6 



(,-,)]^-i 



'V. . . . . 

r, da-du dpdv drf.dw 



f f f f f Í [«'(*-«) + «'(!'-^^ + 



00 



w(«— r)]\/— 



, o . doidu düdv dy dw 



9i (^. y» z). 

En resumen, tenemos que integrar las ecuaciones (9) de- 
terminando ii , ^1, Til para t=o por las condiciones (10). 
Este es precisamente el caso del ejemplo III, con la diferencia 
de que lo que allí eran a, p, y, a', p', y son aquí 

?(«. P. r); ^(*. P. y); "K^.P-y)'' ?«(«> P- y); 
^<(«. P. y); "t'í*' P. y)- 

Tendremos pues 



p o e" p o c" p 



P.(5) • " ^ 0.(5) • ^'-^ R,{S) 



siendo 



5=(«*— £') (s'—M') (s'—lTy-P" (s'-¿')— O" («'— JIT)- 

fi" (s*— iV)— 2 i>' O' «'; 
/>.=/>: (í»-/.')+0' A-; (?.=(?' («•-itf'H-P' R': 

R,=R'{s*-N') +?• 17; 
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B=Q, /?.[«>. (a. p. r)+<? («> P.r)] + ^< P' [^. («. P. y) + 
* ^ («. P. r)] + ''. Qi [^' («. P. r) + í 4' («. P. y)] 



Sustituyendo estos valores en las espresíones (7) tendre- 
mos por último 



^-é-Jfffff 



OO 



|^w(a;— a)+r(y — P)+í(j(i5— y)jv/— 1+í/ 
doL, dp .dy .du.dv. dw; 



""^hffffff 



00 

'(11) 



. [«(d;-a) + t)(y-§) + M)(í — y)]v' — 1+s/ 

+ 00 



'-ffffff 



OO 



dcL .d^.dy 'du dv . dw. 
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El orden de las operacioDes para delermínar i, ia, ^ en 
cada caso es el >iguienle: 
1/ Hallar las seis raices « de 5. 
2/ Tomar el residuo lolal de 



e e'^ 



Pi{S) 



por relación á estas raices. 
3/ Tomar las integrales séxtuplas. 

La indeterminación de s habrá desaparecido al tomar el 
residuo, entrando en lugar de esta variable las raices de (S) 
de cierto modo ; y asimismo al lomar la integral séxtupla, 
desaparecen las seis variables w. v, w, ol, p, y, quedando tan 
solo en el segundo miembro una función de x, y, z, /. 

Las variables s, cl, ^, y, u, v, w entran pues para indi- 
car el modo de formación de los valores de $, ti, C, y al lle- 
gar al último resultado han desaparecido por completo. 

Tal es el método de Mr. Cauchy, tan elegante y sobre todo 
tan sencillo, tan sencillo como lo presenta la dificultad del 
problema. 
Núm. 65. No olvidemos que las funciones 

T. X. 4^. ?i. Xi>^i 

pueden ser continuas ó discontinuas: pueden, por ejemplo, 
tener valores finitos dentro de una cierta envolvente, y ser 
nulas fuera de ella, pero siempre finitas. 

Esta observación es muy importante para las aplica- 
ciones. 



CAPITULO III. 

Cambio de variables.— Superficies polares re- 
ciprocas.— Elipse indicatriz.— Raices de ecua- 
ciones fraccionarias. 



Cambio de variables bajo el signo integral en las integrales 
múltiples. (Cálculo de Mr. Moigno, t. II, pág. 214.) 



Núm. 66. El problema del cambio de variables bajo el sig- 
no integral en las integrales múltiples ha sido resuelto por 
Jacobi, Catalán y Cauchy; mas para nuestro objeto nos basta 
estudiar el caso particular de dos y de tres variables, cuestión 
tratada por Euler en 1769 y por Lagrange en 1773. 

Integrales dobles. Sea la integral doble 



-/:/; 



F{x, y)dxdy, 
[x) 



en la que x, y son dos variables independientes, y en la que 
suponemos que se ha de integrar: í° con relación á y, razón 
por la cual los primeros límites son funciones de x; S."" res- 
pecto á X, de suerte que los limites de esta segunda integra- 
ción son constantes. Sin embargo, para las aplicaciones que 
hemos de hacer podemos suponer el caso particular de cuatro 
límites constantes. 

Supongamos que á las variables x, y queremos sustituir 
bajo el signo integral otras dos variables u, ^ ligadas á las 
primeras por las relaciones 

cp (a?, y, M, t)=-o 

^ ip. y. w, t)=o 
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ó mas sencillamente: 

x = tf{u.í); y = ^{uj) (1) 

El problema se descompone en tres parles: primero, ex- 
presar en función de ti, / el coeficiente (F x, y); segundo, ex- 
presar en función de m, t y diiXdt el producto dx, dy; terce- 
ro, determinar los nuevos límites. 

Núm, 67. I. Para expresar F {x, y) en función de «, /, 
bastará evidentemente sustituir en F por x e y ^^^ ^^1^' 
res (1). y tendremos: 

F{x. y) = F (cp(w, O, ^ {u,t)^ = F, {u, t). 

Núm. 68. II. En cuanto á la determinación de dx dy, el 
problema no es tan sencillo. 

Parece á primera vista que bastará diferenciar las ecua- 
ciones (1), con lo que se obtendrá 

dx = 'f 'u (ti, t) du + cp't (ti, t) dt 
. dy = f „ (íi, O du + f t [u, t) dt 

y multiplicar después los valores de dx, dy; pero este método 
seria radicalmente falso, no porque no pudiese en rigor ha- 
cerse esta sustitución en cada elemento de la integral, sino 
porque la integral misma perdería su significación, convir- 
tiéndose en otra suma de otra clase especial, pues entrarían 
rfíi' y dt^ . 

Es necesario para vencer la dificultad proceder por 
partes. 

Supongamos que en primer lugar se trata de eliminar y de 
la expresión propuesta en función de /. 

y es función de u, t, según las ecuaciones (1), pero u es 
función de t, de modo que podemos considerar á ¡^ como fun- 
ción de t únicamente. 



lüi 

Tendremos según esto 



dy = (f\ (tt, O dt + cp'tt (m, o — - dt 



y para determinar 

du 



dt 

diferenciaremos la segunda ecuación (1), recordando siempre 
que solo atendemos á la integración en y, que solo elimina- 
mos y, y que por lo tanto x es una constante, resultará pues 

de donde 

du ^\ (tt, O 



dt fu(tt.O 

Sustituyendo este valor en el valor de dy halláremos 

dy ;= [f\ (u, t) + <?'. («. /) X irl^]^' = 



<p'i (tt, O . f „ (», t) — f\ («. o . f , (ti, t) 



dt 



fu («, t) 

y la integral U se convertirá en 

de la cual deberíamos eliminar u é ^ en función de o? y f , de- 
terminando además los límites convenientemente. 
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Para completar la transformación eliminemos dx, supo- 
niendo que á la variable x queremos sustituir la u conservan- 
do la /. 

Observemos que x es función de u porque se tiene 

a? = cp (tt. O, 

pero que en esta ecuación entra la t, que es función de u, se- 
gún indica la ecuación 

Tendremos 

dx=^o\+^\—^du 

pero la integración relativa á x supone t constante, luego 

dt 

—r- =0, 

du 

luego 

dx=^^j!!du 

valor que sustituido en U A^ 

ff 'P(^> y) y i fu -? u f t] du dt. 

claro es que en esta ecuación deberemos eliminar o? é ¡^ del 
coeficiente F. 

Núm. 69. III. Para determinar los nuevos limites dedu- 
oiremos: 

1.° Los limites inferiores de u, t, de las ecuaciones 

a=cp(tt, O*. b=^{uj). 
i."" Los limites superiores de estas otras 
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Representando por c y d los valores deut deducidos del 
primer sistema y por Ci, (/« los correspondientes al segundo, 
tendremos definitivamente 

/d /%di r -| 

J /^[?(«.0.'K«.o] 



[«p'tfu-f.f.lrftt.rf^ (2) 

Integrales triples. Núm. 70. Sea la integral 

/b pV ph" 
/ ^ / J{x,y^z)dxdydz 

en la que para mayor sencillez supondremos constantes los 
limites. 

Nos proponemos sustituir á las variables x, y, z las t, u, v. 

El problema, como en el caso anterior, se descompondrá 
en tres partes. 

1/ Debemos eliminar x, y, z de F por medio de las tres 
relaciones 

x=(f{t,u,v); y=X{t,u,v); z=^{t,u,v) (1) 
de suerte que tendremos 

F (¿c, y. z) = f[cp (/, w, v), X (/, u. v) ^ (/, ti, t;)] 



2/ Supongamos que la primera integración se refiere á x: 
tendremos 



/6" /»6' /^b 

I dy.di I Fdx. 
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Sustituyamos á la Yariable x la f ariable I por medio de 



la ecuacioD 



x=<f{t,u,v) 



en la que u^ v son funciones de / determüíadas por las dos 
últimas relaciones (1). 
Direrencíando tendremos 



rf« = [?'t+Tu-^ + ?'.--] A, 



y para eliminar 



du dv 



tendremos asimismo 



o=r.+r.*+x..* 






(2) 



que se obtienen diferenciando 

y observando que en la primara integración y, z son cons- 
tantes. 

Las ecuaciones (2) dan 

rftl 4*1^'^ ^\\\ dv ¿^'gX't ^'t^' tt 

í/í y^'u ¿''t — 4'a ^'y ' rf/ ^'u ^''t i^'u ^-'t 
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y sustituyendo en el valor de dx 






La ÍDlegral {7 tomará, pues, el valor 



+ <f\ (^'t ^'t — 5t'l tp'y) + Cp'y (fu ^'t — f I ^'u) I 

Queda el problema reducido á eliminar las dos únicas va* 
dables y, z en función de u, v por medio de las relaciones 

y = X(/, M, ü) ; js = ^(/,w.r), 

para lo cual basta sustituir según la fórmula (2) del núm. (69) 
á dy, dz, el producto (^\^\ — ^\y'\)du . dv. 
Tendremos, pues, finalmente 



-1- ? o (f t ^'. - ^'tf t) + cpV (f , X\ - f t ^'u)l rfí . du . dv. (3) 
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S."" Ed cuanto á los limites, basta despejar x, y, z de los 
dos sistemas: 

1.*'^ sistema. a = (f{t,u.v) ; a='X.{t,u,v); a" = '^{t,u,v) 
2.® sistema. 6 = <p(/,tó,v); 6' = X(/,tt, v) ; 6" =4^ (/,«,«). 

Los valores / = c? u=^c; v = c" deducidos del I."" sis- 
tema, forman los limites inferiores. 

Los f = cí; u^=d; t?=d" deducidos del 2.*, los límites 
superiores. 
Núm.lX. Aplicaciones. 1.° Supongamos la integral doble 



J F{x,y)dx,dy. 



en la que x, y representen dos coordenadas rectangulares de 
un punto del plano de las [x,y], y supongamos que á estas 
coordenadas se trata de sustituir otras dos t, u rectangulares 
también; tendremos 

x=t COS. a — 1¿ sen . a 

y = / sen. a + tt COS. a; 

y por lo tanto {núm. 68) 
cp't = cos.a ; (f\ = — sen. a; tj^'t=sen. a ; ^'tt = cos.a, 



de donde 



?'t ^'u — ¥ u ^'t = COS.* a + sen.* a = 1 . 



Asi, pues, 

/d pd 
I F{t COS. a— tt sen. a,í sen. a + ti cos.a) du. di 



c^ c 
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De es|a fórmula resulta que en el caso particular de que 
tratamos basta eliminar del coeñciente diferencial F, x é y 
en función de u, t, y sustituir á dx^ dy el producto du, dt. 

Núm. li. Fácilmente podia preveerse este resultado; en 
efecto, F[x,y] representa una cierta magnitud, densidad, 
masa, temperatura, etc., correspondiente ó afecta al punto 
x, y; luego multiplicando por el elemento de área que se re- 
fiere á este punto sea cual fuere este elemento y su forma, la 
masa será la misma en todos los casos. Es tan sencilla esta 
idea, que creemos inútil explanarla. 

Núm. 73. 2/ Supongamos la integral triple 



I I F{x, y, z) dx, dy, dz, 
a "^ h "^ c 



en la que x,y, z representan las tres coordenadas rectangu- 
lares de un punto del espacio, y supongamos que á estas tres 
coordenadas se desea sustituir otras tres coordenadas t, u, v, 
también rectangulares, enlazadas con las primeras por las re- 
laciones 

y = a' t + b' u + c' V \ (1) 



Aplicando la fórmula (3) del núm. 70 tendremos: 



<p (f , «, c) ^ o í + 6 u-\-c V 

X(t,u,v) = a't-\-b'u + c'v 
^{t,u,f>)=a"t-\-b"u+c"v 
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de donde se deduce 

fi=a"; fu = 6"; fT = c" 
y por lo laDlo 

?'t (X'uf . - x\ f „) + cp'„ (f ,r, - f ,x'0 + ?'^ (^'tf u - 

X\ ^\) = a{b'¿'— c 6") + b (a" c' — a' c") + c (a 6" — a ' 6') 
= flé' c" — ac' 6" + ^^' ^" — ^^' ^ " + b^* ^" — ^^' ^" 



pero este es el deoominador de los valores que se obtienen 
para /, u, v, en las ecuaciones (1), y como estos valores son: 

M = 6a? + 6'y + b''z 
t? = c¿p+ c'y + c";j 

resulta que dicho denominador es igual á la unidad; lo cual, 
por otra parte, se demuestra directamente recordando las re- 
laciones que existen entre los nueve constantes. 
Resultará en vista de lo dicho: 



U= í f f F{at + bu + cv. di + Vu + c t?, 
"^ d ^ e"^ f 

a'7 -f-6'w + c"w)d/.rfM.£/t;; 

ego en el caso particular de que se trata, basta eliminar 
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X, y, z, del coeficiente F, y sustituir á dx, dy, dz, el produc- 
to dt, du, dv. 

9 

Núm. 73. A esta misma consecuencia podria llegarse di- 
rectamente por consideraciones análogas á las del núm. 72. 



Superficies polares reciprocas por relación á una esfera (*). 



Núm. 74. Relación armónim. Cuando cuatro puntos a, b, 
c, d [fig. 2t), están distribuidos sobre una recta xx de modo 
que entre los segmentos 

ca, cb, da, db, 

contados con el signo que les corresponda según la dirección 
que se considere como positiva en dicha recta xx, se verifica 
la relación 



ía da ... 



se dice que estos puntos están en relación armónica, y á cada 
par de puntos a, b; c, d, se les dá el nombre de conjugados. 
Representando por a, c, 6« las tres distancias da, de, db, 
tendremos 

(?a==a — c; cb = b — c; da = a; db = b; 
y por lo tanto, la relación armónica se convertirá en 

a — c a 



b — c ~ b 



(*) Véase para mayor claridad mi Tratado de Geometría superior. 
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de doDde 



ab — cb = — ab-^ac, 



ó bien 



2 a6 = c6 + ca» 



ó rinalmente 



c~ a'^ b 



que también puede presentarse bajo esta forma: 

1_7 + T. (2) 



La ecuación (2) define como la (t) la relación armónica, 
y puede enunciarse diciendo que la telacion inversa de la dis- 
tancia de un punto al conjugado es igual á la semisuma de las 
relaciones inversas del mismo punto á los otros dos. 

Núm. 75. Si cuatro puntos a, b, c, d [fig, 22), en relación 
armónica, se proyectan sobre otra recta x^ x\ ó sobre un pla- 
no pp, las proyecciones a\ b\ c\ d\ que evidentemente esta- 
rán en linea recta, forman, como los puntos dados, una rela- 
ción armónica. 

En efecto, se sabe que 



da' d' c' d b' 

= —rr- = constante = m. 



da de db 



ó bien abreviadamente, 



a' ¿ V 

— = — = --- = constante = w, 
a c b 



a'^=am; c=cfn; V =:hm. (3) 

Puesto que los puntos a, i, c, d, están en relación armó 
nica, tendremos 



i + i 

1 _ a^ b , 
c 2 



y dividiendo los dos miembros por m, 



— + — 1 + 1 

J¡ am^ bm ^^ 1 a' 6' . 

m~ 2 7"~ ""2 ~ 



luego los puntos a\ h\ c\ d también están en relación ar- 
mónica. 

Núm. 76. Generalización. Supongamos que sobre la rec- 
ta XX {fig. 21) hay dos puntos c, d, y las abscisas dh=.b, 
da = a de otros dos, contadas desde dcomo origen, son es- 
presiones imaginarias conjugadas 



en este caso no existirán los puntos a y h, pero por ostensión 
se dice que entre los dos puntos reales c, d, y los dos imagi- 
narios, existe relación armónica si se verifica 



+ 



1 t?í + wv/ — 1 w — n v/ — 1 

7 — i 

11 
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Que esta igualdad es posible siendo c cantidad real es 
evidente, porque tendremos 



1 



m 



c m* + *** 

ecuación entre cantidades reales. 

Núm. 11. Polos y planos polares. Problema. Sed O {figu- 
ra 23) una esfera de radio r. y í> un punto cualquiera inte- 
rior ó esterior. Tracemos una secante DA; supongamos que 
corla á la esfera en dos puntos A, B, y determinemos el pun- 
to C conjugado armónico con D. Es evidente que variando la 
secante variará el punió 6\ y se trata de determinar el lugar 
geométrico de dichos punios. 

Resolución, Tomemos D como origen de coordenadas; DO 
por eje de las s, y Dx, Dy, perpendiculares k Dz y entre si, 
por ejes de las a; y de las y. 

La ecuación de la esfera, haciendo DO = d, será 

3o'+y' + {z — dy = r\ (1) 

y las ecuaciones de la secante arbitraria DA 

x = az: y = bz, (2) 

en las que a y i son dos constantes arbitrarias que determi- 
nan la posición de la secante según el valor que reciben. 

Supongamos, por último, que Da es la proyección sobre 
el plano zx de dicha secante: Db' y Da' serán los valores de z 
para los puntos de intersección B, A. 

Hagamos 

Db' = z'; Da=z'; Dc'=z,. 

Para determinar los valores de z' y js'' debemos eliminar 
X e y, entre las ecuaciones (1) y (2), y tendremos 

a'z' + b'z' + {z — d)' = r\ 
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ó bien 

Las dos raices de esta ecuación serán %^ y %' , pero haga 
t 

mOS J5 = y- . 

La ecuación resultante 



dr — r* d' — r* 



1 1 

tendrá por raices —7- y -^r» y por lo tanto 

z z 






z' • z' (fi — r' * 



Pero si los puntos D, B,C, A, están en relación armónica 
también lo estarán (ntím. 75) los Z), b\ c\ a'; luego 



1 z z 



Zi 

y por lo tanto 



— ^=-; oblen Zi = d 7-- (3) 



De aquí se deduce esta consecuencia importante: que la %^ 
es constante para todos los puntos del lugar geométrico, y 
(|ue, por lo tanto, dicho lugar geométrico es un plano perpen- 
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r' 



dicular á la recta OD trazado á la distancia d del punto 

d 

D ó ata distancia —r del centro de la esfera. 

d 

AI punto D se le da el nombre de polo , al plano que he- 
mos bailado el á^ plano polar, y vemos que el plauo polar es 
perpendicular á la recta que une el polo al centro de la esfe- 
ra, y su distancia d al centro está determinada por la rela- 
ción 



d' = 



r' 



Niim. 78. Puede también decirse que el polo, la esfera y 
el plano polar dividen armónicamente lodos los secantes que 
pasan por el polo; y nótese que la definición es general aun- 
que la secante no corte á la esfera» porque si bien en estas 
hipótesis las dos raices de la ecuación en K serán imaginarias^ 
siempre subsistirá la relación 



1,1 id 

7" + 



r r" ¿S ^« 



ÁS á» 



y podremos aplicar lo expuesto en el núm. 76. 

Núm. 79. Nada mas fácil que determinar el plano polar 
dado el polo, ó recíprocamente. 

1 .° Supongamos que el polo D ifig. 24) es esterior a la es- 
fera; trazando desde dicho punto una tangente DT, y bajando 
desde el punto de contacto T un plano PP perpendicular á 
ODy este será el plano polar. En efecto, si trazamos TC 
perpendicular á OD, tendremos OT^ = ODxOC, ó bien 

OC^^-jrj- ; luego PP es el plano polar buscado (núm. 77). 

2.** Si el polo D es inlerior {fig, 25) basta hacer pasar por 
OD un plano, levantar en D una recta DT perpendicular á 



16H 

/ 

06\ y por el punió en que T corta á la esfera trazar, siempre 
en dicho plano, TC tangente á la circunferencia inlerseccion 
del plano secante y de la esfera. 

Trazando por C un plano PP perpendicular á OC , ob- 
tendremos el plano polar. 

Por construcciones análogas hallaríamos el polo dado al 
plano polar. 
Núm. 80. Problema. Sea {fig. U] 



x^ -{- y^ -{- z^ = r^ 
la ecuación de una esfera, y 

X COS. a -f y COS. P + 5 COS. y — /? = O 

la ecuación de un plano PP que dista p del origen, y cuya 
normal forma con los ejes ángulos a, p, y. 

Se trata de determinar las tres coordenadas Xt , ^i, Zi, 
del polo. 

Resolución. Bajemos OA perpendicular sobre PP, y de- 
terminemos en esta recta el punto B de modo que se tenga 



r» 



0B= ^- = 

0.4 p 



El punto B será el polo buscado, y sus coordenadas 
serán 

Xi = OB eos, OL ; j^, = O// COS. |3 ; s, = 05 eos. y, 
ó bien 



/•« r* r^ 

Xi = — COS. a ; Wi = — COS. p ; Zi = ' — COS. y. (4) 

P P P 
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Estas ecuaciooes pueden aún escribirse bajo la forma 



^*- _ »« _ A*__Zi a') 



COS. a COS. P COS. y p 



Núm. Sí. Observaciones. í.'' Si el radio de la esfera es 
igual á 1 , podrán escribirse las ecuaciones anteriores bajo 
esta forma: 

Xi ífi Zi 1 

COS. a COS. P COS. y p 

i.* Si la ecuación del plano tiene la forma general 

ax -{-by-jrcz — d = O, 
á las ecuaciones (4') deberán sustituirse estas otras: 

£l—JLl — Ii,—— 

a b c d ' 
En efecto, se sabe que 



COS. a = ; COS. P = 



v/o« + 6^ + c* vV + ftH-c* 



COS. y = 



y que la distancia p del origen al plano está dada por la fór- 
mula 

d 

\/ rt' + é» + c» ' 
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y sustituyendo estos valores eu (4'), resultará: 



a 



y/ a' + h'+c' v/ a* + 6» + c« \/ a' + b' + c' 



f> 



v/a*+6« + c^ 



ó bien suprimiendo el radical 



Xi ífi Zi r' 



a b c d 

Núm. 82. Supongamos que por un puulo A pasan Ires 
planos AP, AP\ AP", y determinemos, respecto á una esfe- 
ra O, los tres polos correspondientes p, p\ p\ 

Si por el punto A y por cada uno de los tres polos hace- 
mos pasar tres secantes Ap, Ap, Ap\ es evidente que la se- 
cante Ap quedará dividida por el plano AP, la esfera y el 
punto p en relación armónica, y otro tanto podremos decir 
de las secantes Ap\ Ap'\ Resultan, pues, tres secantes que 
parten de un punto 4, y que en ios puntos p, p\ p^\ que- 
dan divididas armónicamente. De aquí se deduce que el pla- 
no QQ" que pasa por dichos tres puntos, es el plano polar 
del punto A por relación á la esfera. Queda, pues, demostra- 
do el siguiente 

Teorema. Cuando tres planos pasan por un punto A, el 
plano que determina los tres polos es plano polar de dicho 
punto. 

Núm. 83. Superficies polares reciprocas. Imaginemos que 
las cuatro constantes a, ¿, c, d, de un plano 

rtíp + 6í/ + CJ2 + íi = O 
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(iepenüeD de dos parámetros variables a, p, de suerle que 
la ecuación anterior es de la Torma 

A cada sistema de valores a. p, corresponde un plano, y 
la envolvente de todos ellos es, según se sabe, una superficie 5, 
cuya ecuación se obtiene eliminando a, ^, entre las tres 
ecuaciones 

ax-^-by + cz-^- clz=(i 

da db , de dd 

aoL aoL doL doL 



da db de dd 
-T-X + — 4- — A = 



Supongamos tres sistemas de valores para a, ¡i: 

a, , [3, 

ai , pi 

infinitamente próximos, y obtendremos tres planos AP, AF* 
AP" {fig, 27), infinitamente próximos también, á los que 
corresponderán , por relación á una esfera O , tres polos 
Pyp\p\ formando un triángulo infinitamente pequefio. 

Pero á medida que a,, p, ; a,, p^; ol^, ¡Í3 tienden á ser 

iguales, el punto A se aproxima á su limite, es decir, se 
aproxima hacia la superficie S; los planos P, P\ F\ tien- 
den á confundirse en uno solo T langente en A á dicha su- 
perficie S; los tres puntos /?, p p'\ se reúnen también en 
uno solo a [fig, ^Ibis), (jue será el polo del plano T, punto 
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que es el límile de los puntos />, /?', p"; y por úllimo, el pla- 
no OQ" [fig. 27) toma uoa posición límile / {fig. 27 bis). 

Vemos, pues, que á cada punió A de la superficie S cor- 
responde un punió a, que será el polo de su plano tangen- 
te T; y el lugar geométrico de los puntos a es otra segunda 
superficie s, que se llama íw/^^r/íctepo/ar de la envolvente S. 
La superficie polar de una superficie dada S por relación á 
nna esfera, es por lo tanto el lugar geométrico de los polos de 
todos los planos tangentes á la primera S. 

Núm. 84. Notemos ahora que el plano / es el limite del 
QQ\ el cual contenia tres puntos infinitamente próximos, 
p> p\ p\ que lendian á confundirse en uno solo a, pertene- 
ciente á la superficie, de aquí resulta que este plano t es 
tangente á la superficie polar s; y como el polo de / es el 
punto i4 de la superficie S, resulta que los puntos de esta 
son los polos de los planos tangentes de ^, es decir, que S 
es la superficie polar de s; ó de otro modo, que las superfi- 
cies 5 y í son polares recíprocas. 

Fácil sería demostrar estas proposiciones de una manera 
rigorosa y analítica, pero creemos inútil para nuestro objeto 
entrar en mas desarrollos. 

Núm. 85. Sea A un punto de la superficie S ^ Tú 
plano tangente en dicho punto: sea asimismo a el punto de 
s correspondiente al A y í el plano tangente en a de s. 

Según lo demostrado a será el polo de 7, y A el polo 
de /; así {núm. 77) la recta Oa será perpendicular á J, y 
OX perpendicular á /; además tendremos 

OaXOP = f' ; OAXop = r\ 

Estas relaciones geométricas y analíticas son muy nota- 
bles, y de ellas haremos uso en la teoría de la luz. 
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Área de la elipse indicatrxz. 



Núm. 86. Sea M [fig. 28) un punto de una superficie 
convexa S; O M h nornaal de dicho punto; M $ una canti- 
dad muy pequeña S; y A ^ el plano de la elipse indicalriz. 

Se sabe que el área del casquete AMA' tiende á ser igual 
á la de la elipse, es decir, 

área casquete A i/ A' 

limite—: T I"5Tí~ = * • 

área elipse ABA 

pero si sA y s ti son los senii-ejes de la elipse, se tiene 

área elipse ABA' =:tz . sA . sB; 

luego, salvas cantidades infinitamente pequeñas de orden su- 
perior, 

área casquete AMA'=^tz.sA.sB. 
Ahora bien: 

hm. -^=1 y 1101.^^ = 1; 
por lo tanto: 

área casquete AMA' = tz.AÍA.JUB. 

Por último, representando por Ry R' los dos radíos prin- 
cipales de curvatura, se tiene aproximadamente 

luego, finalmente. 



> 



área casquete A M A' =^ÍTzh\/ R R' . 
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Baices de ecuaciones fraccionarias. 



(Gauchy, Teoría de la luz. Memoria litografiada; agosto, 1836.) 



Núm. 87. Sea la ecuación 



"' +-Ar+-A7-i> = 0; (1) 



X — L X — M X — N 

en la que x es la incógnifa; a*,6',6' Ires canlidades esen- 
cialmente positivas; y Z, M, N, P cuatro cantidades cuales- 
quiera. 

Nos proponemos demostrar que la ecuación (1) tiene sus 
tres raices reales, y aun determinar los limites en que se ha- 
llan encerradas. 

Examinaremos á este fin dos casos. 
1." Caso. P > 0. Supongamos, para fijar las ideas, que 
el orden de magnitud de las tres canlidades ¿, M, N es el 
siguiente: 

L < M< N, 

V sustituyamos en vez de x las cantidades 

L + i; M—i\ M + i; N—i;N + i; +oo ; 

en las que t es una variable infinitamente pequeña. 

La sustitución x = '\-<x> anula los tres primeros térmi- 
nos, y reduce la ecuación á — P; luego tendremos: 

•Sustitución de ¿c= +<» resultado negativo. 



172 

Poniendo en segumlo lugar a?=¿-|-t, es decir, en vez 
de X, un valor inñnilameule próximo á ¿, pero superior, 
resultará 



a' 



b' 



/.S 



i ^ L — M + i ^ L — N + i 



Los Ires últimos términos son cantidades finitas, y el pri- 
mero es tan grande como se quiera, puesto que i entra en el 
denominador; luego el signo del resultado dependerá del de 
este primer término, y como es positivo, tendremos: 

Sustitución de ¿c = ¿ + ^ resultado /?o5i7tt?o. 

Pongamos x=^i\l — i y veremos como precedente que 
la expresión 



a' 



V 



fA 



M—L — i "^ — t "^ 



M—N—i 



7-P. 



es necesariamente negativa; asi: 

Sustitución de x = M — i resultado negativo. 

Análogamente veremos que 

Sustitución á;=x)/ + / resultado /?o5i7tt'o. 

Sustitución ¿z?=iV — i resultado w^^a/tro. 

Sustitución x = N + i resultado positivo. 



Podremos, en resumen, formar el siguiente cuadro: 



Cantidades que se susti- 
tuyen en vez de x. . . . 

Signos del resultado . . . 



L+i 
+ 



M—i 



M+i 
+ 



N—iN+i 



-j-oo 



173 

De aquí se deduce inmedíalamenle que la ecuación tiene 
sus tres raices reales: 

una entre A+t y ^ — * ó bien entre L y J/, 

otra entre JZ-j-í y N—i ó bien enlre M y N, 

otra tercera entre N é oo. 

2/ Caso. P<0. Por un procedimiento análogo al ante- 
rior tendremos: 



Cantidades que se susti- 
tuyen á x 

Signos del resultado. • • 



+ 


L—i 


+ 


M i 


Mi-i 
+ 



N—i 



de donde se deduce que la ecuación tiene tres raices reales: 



una enlre 



— 00 y ¿, 



otra enlre L y M , 

otra tercer» entre M y iV. 

Observación importante. Parece á primera visla que las 
raices reales son en mayor número, estando otras dos com- 
prendidas enlre 31 — i Y M+i, y N — í, ^+t. ó L — i, 
L -f t, cantidades que dan resultados designos contrarios; pero 
nótese que si la ecuación cambia de signo al pasar x de JH — t 
á # + t, por ejemplo, esto procede no del paso por cero, sino 
del paso por infinito para el valor ¿c = JÍ, lo cual no sucede 
en los tres intervalos de las tres raices finitas. 
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